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PRÉFACE. 



Dans rOuvrage que j'ai l'honneur de présenter au 
public, je me propose de faire connaître une Théo- 
rie peu étudiée et sur laquelle il n'existe point en- 
core d'ouvrage spécial; la Théorie des Imaginaires, 
donnée pour la première fois d'une manière par- 
faitement rigoureuse par Cauchy, n'est qu'ébauchée 
dans la plupart des ouvrages d'Algèbre élémentaire, 
et l'on rencontre encore des Professeurs distingués 
qui, n'osent point accorder aux démonstrations ba- 
sées sur les imaginaires une entière confiance. 
« L'expérience, disent-ils, a prouvé que les imagi- 
naires conduisaient toujours à des résultats recon- 
nus exacts à posteriori; nous pouvons donc nous en 
servir dans nos recherches, sauf à vérifier ensuite 
les formules auxquelles nous arriverons. » J'ai es- 
sayé, d'après les travaux de Cauchy, de montrer que 
le symbole V— i avait un sens parfaitement net, 
non pas comme quantité, mais comme signe de 
séparation entre deux quantités réelles; j'espère 
qu'un lecteur attentif se laissera persuader par les 
arguments que je donne au commencement de ce 
petit Traité. 
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Vï PRÉFACE. 

Toute la Théorie des Résidus étant basée sur 
TeTTiploi judicieux des symboles imaginaires, il était 
indispensable que ceux qui voudront me faire l'hon- 
neur d'examiner mon travail s'entendissent parfai- 
tement avec moi sur le sens que l'on doit attribuer 
aux formules imaginaires. On me pardonnera donc 
d'avoir insisté un peu longuement sur une Théorie 
élémentaire, avant d'aborder le sujet que je m'étais 
proposé de traiter. Le Calcul des Résidus créé par 
l'illustre Cauchy n'a point été tout d'abord envi- 
sagé par lui au même point de vue que celui sous 
lequel nous le présentons dans cet Ouvrage. 

Pour lui, au début de cette nouvelle branche de 
la science, le résidu d'une fonction de œ, relatif à 
l'infini a de cette fonction, était le premier coeffi- 
cient que Ton rencontre dans le développement de 
cette fonction suivant les puissances décroissantes 
de œ — a. 

Le Traité de Lagrange sur les Fonctions analy- 
tiques, le Calcul des Dérivations d'Arbogast, etc., 
ont été suffisamment critiqués pour qu'il soit inu- 
tile de dire tout ce que cette définition avait de 
vicieux; plus tard, Cauchy lui-même modifia ses 
premières Théories et fut assez heureux pour don- 
ner à l'instrument qu'il avait trouvé toute la per- 
fection désirable, en considérant le résidu comme 
une espèce d'intégrale définie. 

Cette nouvelle définition présentait sur la pre- 
mière de grands avantages : 

i'' La rigueur. A ce propos on pourrait objecter 
que la possibilité du développement, lorsque le ré- 
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PRÉFACE. Vil 

sidu existe, peut être démontrée à priori; mais la 
démonstration de cette possibilité repose elle-même 
sur le calcul des résidus que Ton serait obligé de 
déguiser, dans son exposition. 

^^ La simplicité. En effet, la définition que nous 
avons adoptée, conforme aux dernières idées de 
Cauchy, conduit à des démonstrations plus natu- 
relles, plus faciles à retenir; enfin elle met sur la 
voie de nouvelles découvertes, comme nous le 
verrons par la suite. 

Nous n'avons pu résister au désir de donner les 
principales applications du Calcul des Résidus à la 
Théorie des Suites, pour laquelle il semble avoir été 
créé tout exprès, à en juger par l'extrême facilité 
avec laquelle on résout les problèmes si délicats que 
l'on rencontre dans cette belle Théorie, en sorte 
que cet Ouvrage peut être considéré comme renfer- 
mant une Théorie assez étendue des Suites infinies. 

J'aurais voulu exposer les applications du Calcul 
des Résidus à l'intégration des équations différen- 
tielles et rendre ainsi un juste hommage à l'homme 
illustre qui a enrichi l'Analyse d'une branche de la 
science qui peut rivaliser d'intérêt avec le Calcul 
différentiel et le Calcul intégral. Mais la Théorie 
des Équations différentielles n'est point encore assez 
avancée, jîioi-même je ne suis point encore assez 
versé dans cette partie ardue de la science, pour 
entreprendre un semblable travail. Quoi qu'il en soit, 
j'espère qu€ le public me saura gré des efforts que 
j'aurai faits pour réunir en un tout les lambeaux 
d'une belle Théorie, que l'on rencontre disséminés 
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\m PRÉFACE. 

ça et là dans les remarquables travaux de Cauchy 
et de MM. Puiseux, Briot, Bouquet, etc. 

J'ose espérer également qu'on voudra bien me 
pardonner mes nombreuses imperfections et les 
fautes qui auront pu m'échapper dans les parties 
où je me serai permis de hasarder mes propres 
opinions. 
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THÉORIE 

DES RÉSIDUS. 



CHAPITRE PREMIER. 

SUR L'EMPLOI DES IMAGINAIRES EN ANAJ.YSE. 



INTRODUCTION. 

1. Cardan est le premier qui remarqua les quantités 
imaginaires; dans les discussions qu'il eut à soutenir 
contre Tartaglia au sujet de l'équation du troisième degré, 
il montra que cette équation avait trois racines. Souvent, 
dit-il, ces racines sont des quantités imaginaires, qui 
traitées comme les quantités ordinaires n'en satisfont pas 
moins à l'équation. Mais il ne va pas plus loin : il re- 
garde les solutions négatives ou imaginaires des pro- 
blèmes comme totalement dénuées de sens et d'utilité, il 
leur donne le nom de solutions feintes. 

Lorsque Viète eut créé les signes algébriques et donné, 
à l'aide de ces signes, les solutions de tant de problèmes 
regardés comme insolubles avant lui, le géomètre hol- 
landais Girard, continuant les travaux de Viète, imagina 
de représenter des longueurs de droites comptées dans des 
sens différents, par les valeurs absolues de ces lignes pré- 
cédées des signes -h ou — *, les quantités négatives entrè- 
rent désormais comme données dans les questions d'ana- 
Ivse. 
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(^ ) 

Deilà^au calcul des imaginaires il n'y avait qu'un pas. 
Cardan ,«feora me nous Pavons dit, avait remarqué les quan- 
tités imaginaires. : il restait «Ti les Tintroduire comme don- 
nées, à .■généraliser l'idée de Girard. C'est Euler qui fit 
faire ce pas à la science. 

Il s'occupait de la quadrature de l'hyperbole équilatère. 
L'ordonnée de cette courbe a pour expression 



y z= sjx^ 



a étant -le demi-axe, tandis que l'ordonnée du cercle de 
rayon a est représentée par la formule 



ces deux expressions ne différant que par le signe de la 
quantité sous le radical. Euler n'hésita pas alors, pour 
obtenir l'expression d'un segment d'hyperbole^ à rem- 
placer dans l'expression du segment de cercle le carré j^ 
par — j^^ et y par j* \l — i . D'autre part, il calcula direc- 
tement l'aire du segment hyperbolique, puis égalant les 
deux résultats auxquels i! était arrivé, il trouva une re- 
lation entre les fonctions logarithmiques et circulaires. 
Les contemporains d'Euler se mirent à l'œuvre et per- 
fectionnèrent sa découverte. D'Alembert ramena à la 



forme a -H (3 V^ — i toutes les expressions algébriques ima- 
ginaires et démontra que toute équation algébrique avait 
une racine de cette forme. 

Jusque-là il y avait encore, comme dans la théorie des 
séries (quoi qu'en dise M. Prouhet dans ses Nouvelles 
annales pour l'année i86'3), un manque de rigueur dans 
la théorie des imaginaires 5 l'emploi du signe \/ ^ — i n'était 
pas bien légitimé. 

-En 1786, Henri-Dominique Truel interpréta géomé- 
triquement les quantités imaginaires. En 1806, M. Ar~ 
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( 3 ) 
gand eut la même idée sans avoîr connaissance des tra- 
vaux de Truel. M. Mourey, dans son ouvrage intitulé 
Théorie des quantités négatives et des quaiitités prétendues 
imaginaires^ dédié aux amis de l'évidence, fait disparaître 
le signe s/ — i pour lui substituer des considérations tout 
à fait géométriques. Son ouvrage est irréprochable au 
point de vue de la rigueur, il a fait faire un grand pas, 
mais on peut être rigoureux tout en conservant le sym- 
bole s/ — I. C'est ce que fît voir Cauchy en 1821 dans 
son Analyse algébrique^ et c'est ce que nous allons nous 
efforcer de faire comprendre. 

Calcul des imaginaires, 

2. Supposons que c et r désignent, non plus des quan- 
tités, mais de simples signes de séparation, de telle sorte 
que 

(i) -h- a (T -]r b T -]- c = -{- a^ (7 -{- b' r -h c^ 

soit une manière d'écrire 

a z=: a\ b := b' y c =: c' , 

Supposons en d'autres termes que o- et t jouent dans la 
formule (1) le rôle d'une virgule ou d'un trait indiquant 
que -{- è ne doit pas être ajouté à +- a, etc. 
Il est bien clair que si l'on a 

a(T-hbT-+-cz=a'(T-]~b\-hc, 

on aura encore 

{a -\- ai)(T -h [b -\~ b^)T -{- {c -h c/) 
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(4) 
En effet, celte dernière formule exprime que 

« -H fl, zrr «/ -h d ^^ 

équations qui doivent avoir lieu, car les formules (2) 
expriment que 

(3) ; , ,,' 

Plus généralement, toute formule analogue à la for- 
mule (1)5 dans laquelle les quantités précédant a dans les 
deux membres seront formées de la même manière en a, 
&, c, «1, Z?i , Cl et en a\ b\ c', a\^ b\^ c\ respective- 
ment, et dans laquelle les quantités précédant et suivant z 
jouiront de la même propriété, sera exacte en vertu des 
relations (3). , 

Par exemple, si l'on effectue les mêmes calculs que si 
l'on voulait multiplier membre à membre les formules ( 2 ) , 
en considérant u et t comme de véritables quantités algé- 
briques, en attribuant à g^ la valeur — a, à r^ la valeur 
— I et à OT la valeur 4'^? î'^ ^sl bien évident que la for- 
mule à laquelle nous parviendrons ainsi sera exacte. 

Ce que nous venons de dire des deux signes o- et r pour- 
rait se répéter avec un plus grand nombre de signes ana- 
logues, ou même avec un seul. Le plus souvent on ne 
considère qu'un seul signe de séparation : ce signe se 
représente par \e symbole y — i (^)^ qu'il ne faut pas 
considérer comme étant la racine de — ï, mais comme 
étant un simple signe de séparation. Les égalités, symbo- 



C) Voir Cauchy, Exercices d'Analyse et de Physique jnathématicjuesy Mé- 
moire sur les clefs, et l'ouvrage d'Hamilton intitulé: Lectures on tjuater-' 
nions. 
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(5 ) 
liques que nous aurons à étudier seront donc de la forme 

Nous appellerons quantité imaginaire ou expression 
imaginaire l'un quelconque des deux membres de celte 
égalité, et coefficient de v' — i la quantité qui dans une 
expression imaginaire suit le symbole \/ — i^ enfin nous 
pourrons sans inconvénient écrire le coefficient de y — ■ i 
avant ou après ce symbole, ou même écrire le terme af- 
fecté du symbole y^ — i le premier ou le second, de sorte 
que 

\l ~\b -\- a^o! -^h' sf^^x 

équivaudra toujours à la double égalité 

en nous dispensant d'expliciter le signe de h toutes les 
fois que ce signe sera le signe -|- . 

On appelle somme (ou différence) de plusieurs quan- 
tités imaginaires, le résultat que Ton obtient en ajoutant 

(ou en retranchant) ces quantités, le symbole y — i étant 
traité dans cette opération comme une lettre, et en rédui- 
sant les termes semblables par rapport à y — i. D'après 
cela on voit que : 

Théorème I. — ^i des quantités imaginaires sont égales 
deux à deux, la somme ou la différence des unes est égale à la 
somme ou à la différence des autres. 

En effet, soit 

! -f- b \J — l:=zc -h dsj — 1 5 



la somme de a + èy^-— i et de a'+èV'— i,- 



sera 
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( 6 ) __ __ 

(a + a'+. . .)■+-(&-+- b' . . .) y/— i; celle de c-^dsj—i, 
c' -^ d'sl~^,, . . sera (c + c\ . .) + [d ^ d' . . .jv^—i. 
Or les égalités (i) sont des manières abrégées d'écrire 

a 2=: c^ a' = c-y..., b r=z df b' z=z d' , . . . 
On a donc 

a H- a' H- . . . = c H- c\ . . et b ^ b\ . .=z d -\- d' . . . , 
c'est-à-dire, en n'employant qu'une seule équation, 

a ■^- a' . . ,-¥{b + b' , , ,)sj —i 
=zc-[-c\ .. + (^-h^'...)v/'^=T. 

G, Q. F. D. 

Même démonstration dans le cas où l'on aurait à faire 
une différence. 

On appelle produit de plusieurs imaginaires, 

a-\-bsJ—t, a' -{-b' sj — i^' * ' 'i 

le résultat que l'on obtient en considérant \! — i comme 
une lettre dont les puissances i, 2, S,.- seraient respec- 
tivement v/— I, — ^i, — \l- — I? -h 1, V— Ï5 — I5 •••? <^» 
faisant le produit à la manière ordinaire dans cette Hypo- 
thèse, et en réduisant les termes semblables par rapport 
à \l — i. 

Théorème II. — Lorsque des imaginaires a-\^hsl — i , 
a' -\-V \l — I V • • > ^^'^^ respectivement égales à d'autres 
c -^ ds/ —i^ c^ -h d^ s/' — 1 5 . . , , le produit des premières est 
égal au produit des autres. 

En effet, ces deux produits ne peuvent différer l'un de 
l'autre que parce que les lettres a^ b^ a! ^U , , , ^j sont rem- 
placées par c, d^ c\ d' ^, » , -, mais comme, par définition, a 
et c^ h et r/, a! et c'^ , . . désignent des quantités égales, il 
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(7) 
est clair que dans les deux produits les coefficients 

de V — I et les termes indépendants de ce signe sont res- 
pectivement égaux, ce qui revient à dire que les deux 
produits sont égaux. 

Nous appellerons puissance /z'^"'^ de (a-f- bsj — i) et 
nous désignerons par {a -f- bsj — x)" le produit de n fac- 
teurs égaux à a-i- bsJ ~ i , 

Théorème III. — Si deux imaginaires sont égales^ leurs 
puissances ^z'^'»^' le sont aussi. 

Nous appellerons quotient de deux imaginaires une 
troisième imaginaire telle, que multipliée par la seconde 
ou diviseur elle reproduise la première ou dividende. 

Il est facile de prouver que ce quotient existe en gé- 
néral, mais qu'il n'en existe qu'un seul. Soit, en effet, à 
diviser a -{- bs/ — i par c -{- d*^ — i ; soit x -i-j \ — r 
le quotient, s'il existe : on devra avoir 

ix -h y s/ — i) {c -{- d s/ — i) := a -\~ bs/ — i 



ou 



ex — df ~\- [dx -+- cf)sj — 1=1 a -\- bs/ — î , 
c'est-à-dire, en vertu de nos conventions, 



de là on tire 



ex — df =z a, 
dx -h cf z=: b; 

-\r bd cb — ad 



Si donc c^ H- d^ n'est pas nul, c'est-à-dire si c et d ne 
sont pas nuls à la fois, le quotient existera et sera unique 5 
sa valeur est 

/ ac -\^ bd -{- (cb — ad) s/ — i 

.X -{- ysf —î~ ^ ; ^— . 
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Théorème IV. — Si deux imaginaires A et B sont égales 
respectivement à deux autres C et D, les quotients K\^ et 
C\ï) seront égaux. 

Théorème V. — Un quotient ou fraction ne changeras 
quand on multiplie le dividende et le diviseur par une même 
imaginaire. 

En effet, soit x + j \l — i le quotient de a + Z? V' — i 
par c -{- d V — i ; on aura 

[x H- j \l — I ) [c H- d si —i ) =z a -\- b \/—ï:, 

clone, en vertu du théorème II, 

[x -\-fsJ — I ) [c -h d y/ — 1 ) [m -h- n \/ — i ) 
:r=:{a-\-b\J — i){m-]-ns,/ — i)- 

Cette égalité montre que par définition x-+-jsj — i est 
encore le quotient de (a -h è s/ — i)[m-\- n sj — i ) par 
(c -h d sj — I ) [m H- n sj — i ). 

Corollaire. — On peut diviser le dividende et le di- 
viseur par une même imaginaire sans changer le quo- 
tient. 

Le lecteur vérifiera facilement' que les règles de la 
multiplication et de la division des polynômes ordonnés 
s'appliquent encore lorsque ces polynômes sont des quan- 
tités imaginaires, et que les théorèmes sur la divisibilité 
par X — a sont encore vrais quand xeia sont imaginaires. 

Des équations entre quantités imaginaires. 

3. Nous pouvons considérer une quantité réelle comme 
une quantité imaginaire dans laquelle le coefficient de 
y/ — X serait nul. Je m'explique : soient a et b deux quan- 
tités réelles et égales (nous employons ici le mot réel^ 
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parce qu'il est consacré par l'usage pour désigner une 
quantité non imaginaire) 5 l'égalité 

a :=: b 

peut s'écrire 

a -^- o \j — i=:b -\- osj — i, 

car cette dernière égalilé revient à 



Nous pourrons donc combiner par voie d'addition, de 
multiplication, de division, les égalités entre quantités 
réelles et entre quantités imaginaires, pourvu que Ton 
considère les premières comme contenant dans leurs 
deux membres le terme oV — 15 mais dans toutes les 
opérations que nous avons considérées jusqu'ici, le sym- 
bole V — Jt a été traité comme une lettre dont les puis- 
sances étaient v^ — i, — i, ... ; par suite, l'addition ou la 
suppression du terme osj — i dans une imaginaire ne 
modifie pas le résultat final d'une opération : il résulte 
de là que l'on pourra toujours se dispenser de l'écrire. 

Si donc, à la suite d'un calcul, on tombe sur un ré- 
sultat tel que 

A + B v/— I =: o H- G y/— I , 

on pourra écrire 

A H- B v''-^ — o 

et dire qu'une quantité imaginaire nulle est celle dans 
laquelle le coefficient de V — ^ et l'autre terme sont nuls 
séparément^ enfin on pourra se dispenser d'écrire le 
terme indépendant de V — i quand il est nul, ce qui ne 
change pas non plus le résultat final d'une opération. 
Tout ceci revient à dire que l'on peut remplacer dans les 
calculs o V^— 1 par o. 
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Enfin, comme conclusion, on pourra toujours consi- 
dérer les quantités réelles comme des quantités imagi- 
naires dans lesquelles les coefficients de y — i seraient 
nuls. 

Ceci posé, lorsqu'une équation entre quantités réelles 
n'aura pas de racines réelles, il pourra se faire qu'en 
remplaçant les inconnues par des expressions imaginaires, 
l'égalité ainsi obtenue soit satisfaite en vertu de nos con- 
ventions : alors on dira que les expressions imaginaires 
en question sont racines de cette équation. 

Plus généralement, quelle que soit l'égalité que l'on 
considère entre quantités réelles ou imaginaires, s'il existe 
des quantités à déterminer, de telle sorte que cette égalité 
ait lieu effectivement, cette égalité portera le nom d'équa- 
tion et les quantités à déterminer en seront les racines. 

On reconnaîtra sans peine que sans changer les ra- 
cines d'une équation, on peut ajouter aux deux membres, 
ou multiplier ces deux membres par une même quantité 
ne contenant pas l'inconnue, sans altérer les racines^ que 
dans un système d'équations on peut remplacer Tune 
d'elles par la somme ou la différence effectuée membre h 
membre de deux quelconques d'entre elles -, enfin, que les 
formules qui servent à résoudre un système d'équations 
du premier degré, dans le cas où les coefficients sont réels, 
sont encore vraies dans le cas où ces coefficients sont 
imaginaires. 

Des équations du second degré. 

4. Occupons-nous d'abord de l'équation 

(i) x^=^a. 

La question à résoudre est celle-ci : Déterminer une 
quantité delà forme a -{- |3 v/ — i de telle sorte que^ mise à 
la place de x^ elle change V équation (i) en une identité. 
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Remplaçons alors x par a-hjSv — i, et pour plus de 
généralité a par /?/ -|- n y — i ] ce et ^ seront deux incon- 
nues à déterminer à l'aide de la relation 

(a -I- Pv^— 7)' — 772 + n v/^^, 

ou bien, en développant, 

d'où l'on lire, en vertu de nos conventions, 

/ ex.''— ^2==: m, 

Nous cliercbons pour a et (3 des valeurs réelles qui satis- 
fassent aux équations (2). On voit sans peine que si 
ces valeurs réelles existent, a^ et — (3^ seront racines de 
l'équation du second degré 



n^ 

4==°' 



et, par suite, 



J^V 



Les doubles signes se détermineront par la condition que 
a|3 soit de même signe que n^ et que les quantités placées 
sous le radical soient positives. Une discussion facile 
montre que l'équation (i) n'a jamais que deux, racines 
et en a toujours deux. 

Nous venons de résoudre, en trouvant a et j3, le pro- 
blème suivant : Trouver une quantité x telle ^ que son 
carré soit égal à une quantité donnée a. Cette quantité x 
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est ce que nous appellerons la racine carrée de a. Nous 
la désignerons par le symbole y a. Nous aurons ainsi 









et, en explicitant les signes de m et de n, une discussion 
facile conduit aux quatre formules : 



vVH-^^s/-.=.±(y/|+Yfl 



(3) 






Maintenant que nous savons extraire la racine carrée 
d'une quantité quelconque, la résolution de l'équation 
complète du second degré n offre plus de difficultés. On 
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fera les mêmes raisonnements que dans le eas où les ra- 
cines sont réelles. 

En faisant b z= o dans la dernière des formules (3), 
on trouve 

ce que l'on admet ordinairement dans les Traités d'Al- 
gèbre (et à tort) sans démonstration. 

Représentation géométrique des quantités imaginaires, 

5. Traçons dans un plan deux axes rectangulaires Ox^ 
Oj et considérons la quantité imaginaire a: + yv — i. 
Celte quantité étant donnée, elle détermine un point dont 
l'abscisse serait x et l'ordonnée/. Aussi dorénavant nous 
appellerons j9om^ ^-1-r V — i celui dont les coordonnées 
sont X elj. 

Nous dirons que le point x -\- y \l — i décrit une 
courbe A quand le point dont l'abscisse est x et l'ordon- 
née j^ décrit cette courbe en vertu d'une équation donnée 
entre x ely* 

Si nous prenons des coordonnées polaires, nous pour- 
rons poser : 

jc"^ -\- j"^ -= /-% 

cosô, 



sjx' 


l^yl 




y \_ 


sjjc- 


.+y. 


y 

arc tang — = 



et x-\-'y^ — I pourra s'écrire sous la forme 
x-^ys^— I = /-(cosô -h s/— I sinô). 
r s'appelle le module, l'argument de X'\-j^ — i, et on 



Hosted by 



Google 



(i4) _ 

voit que l'expression /'(cos^-f-y — i sînô) peut être 
censée représenter un point dont serait l'angle polaire 
et r le rayon vecteur. 

M. Mourey propose de représenter une quantité ima- 
ginaire (/^cosô-h V^ — I sinô) par une droite de longueur r, 
faisant avec un axe fixe Fangle 9. Les quantités réelles 
seraient alors représentées par des parallèles à l'axe fixe. 

On conçoit difficilement comment une droite peut re- 
présenter une imaginaire, au premier abord, mais c'est à 
cause des idées fausses que l'on conserve malgré soi sur 
les imaginaires quand on a calculé sur ces quantités sans 
prendre toutes les précautions que nous avons prises jus- 
qu'ici. 

Rappelons-nous que x -{- j \ — i est un assemblage de 
deux quantités séparées par le signe y — i, qui n'est pas 
la racine de — i mais une simple marque de séparation, 
et rien ne nous empêchera alors de représenter l'en- 
semble des deux quantités x et j ou x -hj y — i comme 
nous venons de le faire. 

L'avantage qu'offre la représentation géométrique de 
M. Mourey se trouve dans le théorème suivant : 

Théorème. — La somme de plusieurs imaginaires est 
représentée par la résultante des droites qui représentent ses 
parties. 

Considérons, en effet, les imaginaires Xi-j-jiS/ — i, 

«^2 -i-^Ta V^ — '5 ^3 +^^3 V — ï? Composons les droites 

qui représentent ces imaginaires : soit ^ 4- yj \/ — i leur 
résultante, nous aurons, en projetant tout le polygone sur 
les axes des x et des j-, 

^ ==: ^1 + .^2 -4- . . • ? 
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et^ par conséquent, 

Il résulte de ce théorème que le module d'une somme 
est moindre que la somme des modules de ses parties. 
Car tous les modules en question sont les côtés d'un 
même polygone fermé, et le côté qui est égal au module 
de la somme est nécessairement moindre que la somme 
des autres. 

On verrait de la même manière que le module d'une 
différence est plus grand que la différence des modules 
de ses parties. 

Formule de Moivre. 

6. Si nous multiplions l'une par l'autre les expres- 
sions /'i (cos^i -f- sin^i v^ — i) et r^^cosO^-h s/ — i sinôg)? 
nous trouvons 

/-(ra^cosG, COS02 — sinô, sinôaJH- \/ — i (sinôiCOSÔa+cosG, sin92)], 

c'est-à-dire 

T\ r^ [ces ( 9, H- Ô2) + s/'^ sin{Bi-\-6^)]. 

En multipliant ce résultat par r^ [cosO^ -+- y — i sin^a), 
nous trouverons 

r^ r,r3 [cos(0, + 02 + Ô3) + s/~^ sin(ô, H- 02 + 0,)], 

et ainsi de suite. On peut donc énoncer le théorème sui- 
vant : 

Théorème I. — Le module d'un produit est égal au pro- 
duit des modules de ses facteurs , son argument est égal à la 
somme des arguments de ses facteurs. 

Théorème IL — Le module d'un quotient est égal au 
quotient des modules du dividende et du diviseur-^ son argu- 
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ment est égal à la différence des arguments du dividende et 
du diviseur, 

Eli vertu du théorème I, si l'on fait le produit de 
m facteurs égaux à cos0 -+• sj- — i sin0, on trouve 

(cos0 -h \J — I sinS)"' := cos/wô 4- sJ — i sin/Tzô. 

C'est cette formule remarquable qui porte le nom de 
formule de Moivre, 

La formule du binôme de Newton s'applique évidem- 
ment aux imaginaires, et alors la formule de Moivre 
peut s'écrire 

cos"'0 -}- y/— I . m cos'"~' sin 9 — . . . = cos/w H- \/— i sin m 0, 

d'où Ton conclut 

m (m — i) . ^ 

cosm =r ces'" ^ cos'"-2 sm^0 + . . . , 

I .2 

sinmB = m cos'^~* sin — .... 

Nous ne nous arrêterons pas à ces formules, notre but 
étant de nous attacher seulement à la théorie des imagi- 
naires. 

Des radicaux. 

7. Jusqu'ici nous avons remarqué une analogie frap- 
pante entre le calcul des imaginaires et le calcul des 
quantités réelles. Nous allons voir que cette analogie 
n'est pas complète. 

Définissons : racine 72'^'"'' de la quantité réelle ou ima- 
ginaire A, la quantité x = r (cos9 + y/ — i sin^j qui, 
élevée à la puissance n'^'"^, reproduit A. Nous aurons 

[r(cos0 -4- v/— I sin0)]"=: A, 

OU, en vertu de la formule de Moivre,- 

r" (cos/2 -f- \J—i sixinB) = A. 
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Si A est de la forme p (cosoo 4- sj—i sinco), on voit que 

r" COS/2 =r: p COSW, 



d'où Ton tire 



r"=p 



et 



nd -- M + 1 m TV 



O) 2 //Z TT 



n n 



et par conséquent 

ce que l'on peut écrire 
I 

- / W . . w\ / 2 ^Z 7T / 

^ zi=: p" I ces — h V — I sm- 1 X ( cos h \l — 



ï sm- 



^ 2/W7r r . 2A7Z7r ,, , , , . , 

Cos f- V — i sm 5 eleve a la puissance n, donne 

n n ^ 

cos 2f727r ou I. On voit donc que x, la racine n'^^"'^ de A, 
est égale à l'une des valeurs de cette racine (celle qui a 
le plus petit argument positif par exemple) multipliée 
par une quelconque des racines tz*^'"^^ de i . 

Nous allons voir que les racines /2'^'"^^ de i sont au 
nombre de n. Par conséquent, A aura n racines n^^"^^\ 

D'abord il est clair que cos h sj — i sin ~ ne 

^ /2 n 

2 
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peut pas avoir plus de n valeurs, car si après avoir fait 
m égal à i, 2, 3,. . ., 72, on continue à faire croître n 
d'une unité, on repasse par les mêmes séries de valeurs. 
lî en est de même quand on fait m égal à o, — i , — 2 , — 

Mais X a bien n valeurs inéerales, car tous les arcs — > 

^ n 

Att 677 irriT: , , • , t,y^/ 

_i__ , — ?•'•? ont des extrémités aniereiUes et ne 

n n n 

sauraient avoir même sinus et même cosinus. 

Les racines de l'équation binôme 



jouissent de propriétés curieuses que nous ne développe- 
rons pas ici. Nous renverrons le lecteur aux Traités de 
Trigonométrie et d'Algèbre supérieure de M. J.-A. Serret. 
Nous rappellerons cependant que oc désignant Tune 
quelconque imaginaire d'entre elles quand n est premier, 
les autres peuvent se mettre sous la forme 

et que, dans le cas où n n'est pas premier, elles sont 
encore de la même forme 5 seulement a ne sera plus 
Tune quelconque d'entre elles, mais une quelconque 

)s h V — I sm d entre elles k étant premier 

avec n ; la racine qui a le plus petit argument positif jouit 
de cette propriété. Le lecteur vérifiera sans peine ce 
théorème. 

Nous concluons de là que si V-^ est une des ra- 
cines ^?/^'"^' de À, les autres seront de la forme 

Voyons si actuellement le calcul des radicaux réels 
doit s'appliquer aux radicaux imaginaires. 
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Proposons-nous de multiplier y A par yB : il est clair 

que VAB et VA X SjB, élevés à la puissance /?'^'"^, don- 
nent bien AB tous deux, mais on ne peut pas conclure 
de là 

car la racine n'^"^^ de AB a n valeurs. Ce n'est donc que 
dans des cas très -particuliers que l'équation précédente 
sera satisfaite. Si par exemple on a 

"^B =.,-'"[cos (»'H-?-^) +V=Tsin {-' + —)} 
pour que l'on ait 

il faut que 



Ç/ab = 7ax7b, 



(0 



VAB: 



COS { (ti -h M 



, 2fp -4- VJTT 



+ sm w + w' H- 



2(p H- VJTT 



v/-, 



Cette équation pourra toujours être satisfaite, car AB 
est égal à zV (coso) -}- oo^ H- V — i sinoo H- w^ et le second 
membre de l'équation précédente est bien une de ses ra- 
cines 72^'^'"^^ 

Ceci montre bien qu'il ne faut pas écrire à la légère 
une des valeurs de sfAB sans examiner si elle correspond 
bien au produit yA. yB pour les valeurs particulières de 
chaque facteur. 
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Ainsi, par exemple, le produit 

(_i_^ir7)x(+v/:r^) 

est égal à l'une des valeurs de la racine de 2. Cette ra- 
cine a deux valeurs d= y 2 : il s'agit de voir laquelle con- 
vient. Si alors on écrit y — 2, ainsi v^ y — i, comme en 
vertu de nos conventions y — i X V — i = — i? le pro- 
duit cherché sera — y 2 : l'application de la théorie des 
radicaux ordinaires aurait donné + y 2. 

Cependant, il esta remarquer que si ((vA)) désigne 
l'ensemble des valeurs de y A, on aura 

((7I)).((7B)) = ((7ÏB)). 

Cela résulte de la formule (i). 

Nous ne pousserons pas plus loin Félude du calcul des 
radicaux ^ le lecteur 1 a complétera facilement par lui-même 
ou au moyen des Traités d'Algèbre à sa disposition. 

Conclusion, 

8. Je ne crois pas que la théorie des imaginaires telle 
qu'elle vient d'être exposée laisse le moindre vague dans 
l'esprit du lecteur, et je pense que nous allons pouvoir 
commencer quelques applications sans voir de doutes 
s'élever contre la vérité des théorèmes dont nous baserons 
la démonstration sur l'emploi du symbole V — ^ 7 cepen- 
dant on peut exposer, comme l'a fait Cauchy dans ses 
Nouveaux Exercices d'Analyse et de Physique mathématique j, 
la théorie des imaginaires d'une manière, je ne dirai pas 
plus rigoureuse, cela n'est pas possible, mais plus frap- 
pantCj en ce sens que les symboles disparaissent. 

Appelons quantités équivalentes deux quantités qui, 
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divisées par P -{- i ^ donnent le même reste, et convenons 
d'exprimer que A et B sont équivalents au moyen de la 
notation 

Il est clair que si i est indéterminé, l'équivalence 

(i) a -\~ bi^c -\- di 

revient à la double égalité 

(2i) a :=. c, b =z d'^ 

et réciproquement, de la double égalité (2) on conclut 
l'équivalence (1). De cette remarque on conclut que l'on 
peut ajouter des équivalences terme à terme, sans trou- 
bler Téquivalence, et que si l'on a 

a -f- bi ^= c H- di. 
a' H- hU ^ c' -4- dU, 
on a encore 

[aa'—bb') + i[ab'-^ ba')^ [ce' — dd') + i[cd' ~~ dc'\ 

c'est-à-dire que l'on peut multiplier membre à membre 
deux équivalences en remplaçant le carré de i par — i 
quand la multiplication est faite. 

On voit que Ton pourrait répéter sur les équivalences 
ce que l'on a déjà dit sur les égalités symboliques, et 
qu'au fond les deux théories des équivalences et des quan- 
tités imaginaires ne diffèrent que par le signe ^ qui rem- 
place = et par la lettre i qui remplace y — i . 

Pour plus de développements, voir l'ouvrage cité de 
Cauchy. 
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CHAPITRE IL 

DES FONGÏIONS DE VARIABLES LMAGINAIRES. 



Définitions., 

9. Nous appellerons fonction dex+j^y — i une ex- 
pression de la forme X -f- Y s/-— i dans laquelle X et Y 
sont des fonctions de x et de f^ et nous emploierons la 
même notation que pour les quantités réelles, 

X + Y S/'^ = w{x-+-f s/^^) r 

Nous dirons qu'une fonction est continue, quand à un ac- 
croissement infiniment petit quelconque de la variable cor- 
respond un accroissement infiniment petit de la fonction. 

Le mot accroissement sera toujours employé pour ex- 
primer la différence entre deux valeurs consécutives d'une 
même variable. 

Nous appellerons valeur d'une fonction en un point 
dont les coordonnées sont x et j)^ la valeur de cette fonc- 
tion pour la valeur x -\- j y — i de sa variable. 

Traçons une courbe ou contour fermé quelconque dans 
le plan sur lequel nous représentons les imaginaires, et con- 
sidérons une fonction f{z). Si, quel que soit le chemin 
suivi par le point z à l'intérieur du contour en question^ 
la fonction reprend constamment les mêmes valeurs aux 
mêmes points, on dit que la fonction f[z) est mono- 
drome à l'intérieur de ce contour. 

Si par exemple nous considérons la fonction 



/(^)^-S/i' 
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BOUS pouvons nous assurer qu'elle est monodrome à l'in- 
térieur du cercle tracé de l'origine comme centre, avec 
un rayon égal à i , et cesse de l'être si le rayon de ce cercle 
dépasse l'unité; en effet, en posant 

z=: r[cos9 -h s/ — isinô), 



V r — ;3 = V(i — rcosÔ) H- s/ — irsinô^ 

ou, si Ton se rappelle que la racine d'une quantîlé a pour 
module la racine du module, et pour argument la moitié 
de l'argument de cette quantité, 



sji — z = s/ï — 2/*cosô H- r'^ 

[I / /sinÔ 

cos- I arc tan g 



7 cosÔ 



H- V — I sni - arc tan^ 

^ 2 \ ^ I +rcos0/J 



Tant que le module r est inférieur à i, l'arc tangente 
qui entre dans ces formules variant d'une manière con- 
tinue avec (9, sans que sa tangente passe par oo , ne peut 

atteindre un multiple de -; les sinus et les cosinus de la 

moitié de cet arc seront donc tous les mêmes pour les 
mêmes valeurs de ?^et des valeurs de Q différant d'un mul- 
tiple de 2 71. 

Si au contraire r est susceptible de croître au delà de i , 
l'arc tangente qui entre dans la formule précédente passe 

par un multiple de -? toutes les fois que, r et 6 variant 

d'une manière continue, l'égalité 

I H- rcosô = G 

se trouve satisfaite. Supposons, pour fixer les idées, qu'on, 
laisse r constant et que l'on fasse croître ô, et partons du 
point où l'on a = o-, cheminons sur la circonférence de 
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rayon r jusqu'au point où 

I H- rCOSÔ 3zr o, 

alors l'arc tangente que l'on peut prendre nul pour ô =2 o 
devient égal à -; continuant de croître. Tare tangente 

croît, passe par les valeurs — quand 1 H- 7^cos0 s'annule 

une seconde fois, et ainsi de suite. On voit donc que pour 
9 z=z oc et Q = 17Ï -i- a ^ ayant varié d'une manière con- 
tinue, l'arc tangente en question a des valeurs différant 
de 27Ï -, les sinus et les cosinus de la moitié de cet arc ne 
seront donc pas les mêmes pour deux valeurs de 6 diffé- 
rant d'un multiple de 2 tt. 

De cette discussion résulte que y i — -^ ne peut con- 
server les mêmes valeurs aux mêmes points qu'autant 
que le module de z est moindre que i , ce qui revient à 
dire que cette fonction est monodrome à Fintérieur du 
cercle de rayon 1 décrit de l'origine comme centre. 

Des fonctions dérivées. 

10. Tant que la variable doit rester réelle, la défini- 
tion de la dérivée donnée par les Traités de Calcul différen- 
tiel a un sens bien précis : c'est la limite du rapport de 
l'accroissement de la fonction à l'accroissement corres- 
pondant de la variable, quand ce dernier tend vers zéro. 
L'existence de cette limite se démontre analytiquement et 
indépendamment de toute hypothèse sur la réalité de la 
fonction. Mais quand la variable est imaginaire, cette 
définition présente un certain vague, une dérivée semble 
quelque chose de tout à fait indéterminé. En effet, si l'on 
considère l'expression 

lim /(-^ ^ f^ + jTI y/^) -f{x -i- j y/^ j 
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on conçoit qu'elle aura autant de valeurs que le rapport —9 

ou, pour parler un langage plus géométrique et en rapport 
avec nos conventions, l'accroissement pris par une fonc- 
tion en un point doit dépendre non-seulement de la 
grandeur absolue du déplacement de ce point, mais en- 
core de la direction de ce déplacement. 

Quoi qu'il en soit, on conçoit qu'il puisse exister des 
fonctions dont la dérivée en un point soit indépendante 
de Faccroissement infiniment petit de sa variable. Ces 
fonctions ont reçu le nom de fonctions monogènes. 

Une fonction monodrome, monogène, finie et continue 
à l'intérieur d'un certain contour, est dite synectique \\ 
l'intérieur de ce contour. A propreriient parler, une fonc- 
tion de variable imaginaire est une fonction à deux va- 
riables réelles, et même on peut dire que c'est une fonc- 
tion de fonction. 

Cela posé, si nous considérons la fonction 

/(2)=rX+Yv/=^, 

dans laquelle z représente x -{-y \j— 1 , une des dérivées 
de celle fonction sera 

^ X H- v/~^Y 
dz 
ou 

dx -\- df \j — j 
ou enfin, si l'on développe <iX et dY ^ 

dX , ^Y\ ' fdX dY , \ , 

dx ■+■ dy\j — ï 
Si nous voulons trouver les conditions pour que la fonc- 



Hosted by 



Google 



(26) 

tionjr(^) soit monogène, il faut exprimer que la formule 
précédente ne dépend pas du rapport —5 ce qui fournil 
la relation 



^X / dY . fdX dY j—~ 



I X 



dx dx \ dj dy j J j 

qui se décompose en deux, 

dx dy 

dY __ ^ 

dx dy 

Réciproquement, quand ces deux dernières équations sont 
satisfaites, la fonction proposée est monogène. 

H. Lorsque l'on donne la courbe le long de laquelle 
une variable se déplace, les fonctions monogènes ou non 
monogènes de cette variable ont des dérivées déterminées, 
et ces dérivées pourront être trouvées en appliquant les 
règles ordinaires du Calcul différentiel. S'agit-il, par 
exemple, de trouver la dérivée de/(«, t^), w et ^ étant 
des fonctions de ^ = a: -H j V — i ? on ^tira 

f[u^u, V -f-, Ap) — f{u, V + Ap) Au 

dz j y[;^^ p _{_ /Xp — y(M)p]Ap 



■4- = lim i 



ou 



Ap Az 

df df du . df d^> 
dz du dz di> dz 

mais dans cette formule -—5 -7- devront être remplacés 

dz dz 

par leurs valeurs correspondantes au déplacement dz re- 
latif à la courbe le long de laquelle z est assujetti à se 
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mouvoir. Dans cette hypothèse, u et p* décrivent certaines 

ri -f ri -P 

courbes : alors -- ? -— devront être remplacés par leurs 

du cw ^ X 

valeurs relatives aux déplacements dii^ du de u et t^ le 
long de ces courbes. Si les fonctions m, p* ety^étaient mo- 
nogènes, ces restrictions deviendraient inutiles. 

Le plus souvent les fonctions que Ton considère sont 
monogènes ^ nous allons nous en assurer en passant en 
revue les fonctioiis simples. 

12. La dérivée de z'" quand m est entier est la limite de 



iz A2 ) 



^z\ 



' -{-z(z -h ^z^~K . . + z"^ 



c'est-à-dire mz"'"^^ la fonction z"' est donc monogène, 
ainsi par suite que toutes les fonctions entières. 

Lorsque m est fractionnaire, la fonction z"' a besoin 

d'être définie. Soit 772 = ^5 nous poserons par définition 

Cette fonction n'est pas monodrome à l'intérieur d'un 
contour contenant Torigine^ en effet, si l'on pose 

z == r(cosG + \j — I sinô), 

on trouve 

p P 



( P 
cos- 



+ sin- Q.sJ—i 



Quand z décrit une ligne fermée autour de l'origine^ 
l'angle varie de 2Tr, r revient au même point avec la 



même valeur, donc ^s^ devient 



-h 2 7r) -f- sm- ( 



2 7T)y/— I h 
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et par conséquent ne revient pas au même point avec la 

même valeur*, donc z^ n'est pas monodrome à l'intérieur 
d'un contour contenant l'origine 5 au contraire, elle est 
monodrome à l'intérieur de tout contour fermé qui ne 
contiendra pas l'origine, car ô, dans cette hypothèse, re- 
vient à sa valeur primitive quand le point z revient à son 
point de départ. Posons 



u •=. z' ou u^ = z^' y 

différentions en faisant varier z le long d'une courbe 
déterminée, nous aurons 



du 



■.pzP-\ 



d'où l'on tire facilement 



du 

dz 



-tr' 



du 



On voit que — est indépendant du déplacement dz^ ce qui 



dz 



montre que la fonction z^ est monogène. 

Si le point z était à l'origine des coordonnées, on voit 

que — serait ou nul ou infini, et dans ce dernier cas il y 

aurait doute sur la monogénéité de la fonction, car elle 
pourrait acquérir des valeurs infinies différentes. 

Lorsque m est négatif, on définit en posant m=.~n la 
fonction ^~" par l'équation 

_ I 
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d'où l'on déduit facilement 

d(z-") 

_J i z= — nz-"--K 

riz 

En résumé, la dérivée de s'" est toujours mz'"^""^ 5 cette 
fonction est monogène, mais elle est monodrome seule- 
ment à l'intérieur des contours fermés qui ne contiennent 
pas l'origine. 

13. La fonction [a -}- z)"' peut se mettre sous la forme 
z^"' en posant 

z' z=: a -\- Zy 

or z^'"- reprend la même valeur au même point quand zJ 
n'a pas tourné autour de l'origine. Voyons ce qui arrive 
quand z' tourne autour de Torigine : z est égal à z — a; 




marquons les points a, — ^ et z' . D'après le principe de 
M. Mourey (5)^ pour avoir le point z^ il faudra com- 
poser les droites oz^ = z et z'^ = — a 5 oz représentera 
l'imaginaire z^ la figure oz^z — a est un parallélogramme, 
et lorsque z' décrit une courbe, z décrit par conséquent 
la même courbe transportée parallèlement à elle-même, 
le point o tombant en — a-^ il en résulte que quand z^ 
tourne ou ne tourne pas autour de l'origine, <z tourne ou 
ne tourne pas autour de — a -, on peut donc dire que 
(z + <2)'" sera monodrome tant que z ne tournera pas 
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autour du point — - a^ c'est-à-dire à Fintërieur de tout 
contour ne contenant pas — a. 

14. La fonction e^ a été définie pour les valeurs réelles 
de z * quand z est imaginaire, on admet comme définition 
la formule 

(i) ga^W-i __ Ç.X (cosj + sj— I sin/). 

Pour que cette définition soit rationnelle, il faut que les 
propriétés de l'exponentielle réelle et de l'exponentielle 
imaginaire soient les mêmes. Or les propriétés de l'expo- 
nentielle réelle se déduisent toutes de la formule 



Nous allons la démontrer dans le cas où ^ := ^ -f-j^ y — i 
et 2! = x' -\~y^ \/ — I . On a 

^ar+j\/:iT^^a;^+/V-i_gT(^(.os/ +V^— I sinj) <?^' (cosyH-V— I sinj'), 
et en vertu du théorème P'", n° 6, 

^x^y^zr,^^y^/\/~i __ ^x+x^ (cosj -h y H- s/— i sirij ^-j' )? 
c'est-à-dire 

C. Q. F, D. 

De la formule (i) on tire, en faisant x = o, 
e^^-' = COSJ -\- s/ — I sin j, 
et changeant y en — y^ 

g-jv'-i __ f^Q^^r — y'' — I sinj. 
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De ces deux dernières formules on lire 



(3) cosj 

(4) sinj 



: __. . — j 



V= 



I 



Ces deux dernières formules sont celles que l'on adopte 
pour définition du sinus et du cosinus quand y devient 
imaginaire; la tangente, la sécante, etc., se définiront par 
les formules 

sin r , ces r 

Nous ne nous arrêterons pas à vérifier les formules de 
la Trigonométrie à l'aide des nouvelles définitions des 
fonctions circulaires. Nous ferons seulement observer que 
les exponentielles et les fonctions circulaires directes sont 
monodromes dans toute l'étendue du plan. Si l'on pose 

u z=z e^ z=z e^ \Q:.o% y -\- \^ — isinj), 
on trouve 



^-^0087)//^+^ (e^'cosj)r/jH- sj~\ l ^ (e^' sin j) f/.27 + ^ (e^ sin j) r/jj 



d , ^ , -, .cl 

du dx 



àz dx-\-df 

c'est-à-dire 

du ( I . \ 

— ■=^ e^ \ cosjK H- y — I sm/ j = e^. 

La fonction e^ est donc monogène. Il serait facile de 
démontrer, en partant des formules (2) et (3), que le 
sinus, le cosinus, etc., ont même dérivée que dans le cas 
où l'on suppose la variable réelle. Ces fonctions sont donc 
monogènes. 

15. Il reste à considérer les fonctions logarithmiques et 
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circulaires inverses. Nous définirons Iz par réqualion 
Si l'on pose alors 

lz-=: U -f- V y — I , z =r .T --h j y — I , 

on trouve 

6^" (cosp» + \/ — I sin(') z= a) -\- y y/ — i , 
OU 

jc ■= e'^ cos(^, 

y rr: e^ sittf^, 

d'où l'on lire 

j_ 

y 

ç =: arc tang - + 2 ^ tt. 

Le logarithme de x-\-js/ — i aura donc une infinité de 
valeurs comprises dans la formule 

(i) lz=: /r-h ô v/— - I H- Q.kTzsj— I , 

r et désignant le module et l'argument de z. Les pro* 
priétés des logarithmes réels et imaginaires sont les 
mêmes, cette propriété résultant de la formule générale 

Enfin on trouve facilement 

dlz I 

dz z 

On ferait sur les fonctions arcsin^, arccos^,..., des 
remarques analogues 5 nous n'entrerons pas dans plus de 
détails à ce sujet. Avant de terminer, observons que la 
fonction Iz n'est pas monodrome à l'intérieur d'un con- 
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tour contenant l'origine. Cela résulte de la formule (i), 
qui montre que quand ô a varié de 2 7r, Iz a varié de 
27: V — I ^ au contraire, elle est monodrome à l'intérieur 
de tout autre contour. 

Les fonctions / (i — x)^ arcsinx, arctangx, arccoso: 
sont monodromes à l'intérieur de tous les contours qui 
ne contiennent pas le point i . Nous laissons au lecteur le 
soin de vérifier cette proposition. 
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CHAPITRE III. 

DES INTÉGRALES DÉFINIES PRISES ENTRE DES LIMITES 

ÏMACHNAIRES. 



Définitions. 

'16. C'est Caiichy qui le yjremier a donné une théorie 
complète et rigoureuse des intégrales définies prises entre 
des limites imaginaires, dans un Mémoire publié en 1 825. 
Laplace et Oslrogradsky avaient avant lui fait quelques 
travaux sur cette question, mais, comme le dit Caucliy 
dans son Mémoire : 

(( ..... Aucun des Mémoires publiés jusqu'à ce jour 
sur les diverses branches du Calcul intégral ne fixe le 
degré de généralité C|ue comporte une intégrale définie 
prise entre des limites imaginaires et le nombre des va- 
leurs qu'elle peut admettre. )) ' 

Cauchy appelle intégrale de la fonction f{z) prise 
depuis Zq jusqu'à Z et désigne par le symbole 



i 



Z 
f{z)dz 



la limite vers laquelle converge l'expression 

f{zo) (z, — Zo) 4-/(z,) {z,^z,)-i-f{z,]{z,— z,)-^.. . 
•4- /(%„_() (Z -— z„_,), 

quand ^j — Zq^ z^^—~Zq.. . '. , Z — z,^_i convergent vers o 
et que n augmente indéfiniment» A la limite, les points z^^ 
Zi^ ^2, , étant infiniment rapprochés, se trouveront sur 
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une courbe continue ; cette courbe est appelée contour 
d'intégration. 
L'intégrale 

(i) u^ f f[z)dz 

variera en général avec le contour d'intégration, mais il 
est facile de voir qu'elle aura une limite finie si le con- 
tour ^0 Z'j est lui-même fini, ainsi que ^'(^s). 

En effet, si M désigne le maximum du module de/ (2) 
le long du contour d'intégration, l'expression (i) aura 
évidemment un module moindre que 

M [mod. (21 — Zo) r^ mod. [z^ — s,) -f-. . .]. 

Or, le module de z^ — z^ n'est autre chose que Félément 
de contour z^z^ ou s.x — s^^ etc., en sorte que 

mod. ^i<M [(^t — ^0) + (^^2 — ^i) -}-. . .H- (S — ^„_,)], 

ou 

mod.«<;M{S — ^0), 

ce qui montre bien que a est fini. 

17. Voyons maintenant de quelle manière nous pren- 
drons une intégrale le lotig d'un contour déterminé. Soit 

[1) f = ^(.x) 

l'équation du contour. Nous poserons 

z=ix -hy V— 1 7 ^0 = -^^o + Jo V — î ? Z r= X -f- 1 y^~ r : 
l'équation (i) deviendra alors 

u = 



/.X + Yv/'-i ___. 



ou, si l'on se reporte à la définition que nous avons donnée 

3. 
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de l'intégrale définie, 

Si dans cette équation on remplace chaque y par la va- 
leur en X tirée de Téquation (2), on voit que le second 
membre se transforme en une intégrale prise entre des 
limites réelles, et l'on a 

(3) uz=. \ /(^ + C7v/~r7) fn--^ \/~j^^. 

Cette dernière égalité montre qu'une intégrale définie 
est indépendante du mode de division de l'intervalle 
compris entre z^ et Z, en d'autres termes indépendante 
de la disposition des quantités ^j, ^g?--»? ^n-i sur le 
contour le long duquel on intègre, et de la manière dont 
croit le nombre zz, à condition toutefois que la quantité 

sous le signe / ne passe pas par l'infini. Elle montre 

aussi la règle à suivre pour intégrer le long d'un contour 
donné par son équation en coordonnées rectilignes. 

Si Féquation du contour était donnée en coordonnées 
polaires, on trouverait facilement 

formule dans laquelle il faudrait remplacer r par sa valeur 
en fonction de tirée de l'équation du contour. 

tiiude des intégrales d'une même fonction prises le long de 
contours différents, 

18. Nous allons maintenant nous occuper de la ma- 
nière dont varie une intégrale quand, sans changer 
ses limites ^ on fait varier le chemin le long duquel on 
i'ntègre. 
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Considérons d'abord deux chemins infiniment voisins 

FlG 2. 

y z 




ZozZ et Zqz'Z compris à l'intérieur d'une aire pour 
tous les points de laquelle la fonction /"( 2; ) reste synec- 
tique. 

Les intégrales de/'(^) prises le long de ces deux con- 
tours seront respectivement 

f f[z)dz, f f{z')dz\ 

Cela posé, supposons que les deux points z et z' se 
meuvent simultanément en parlant ensemble de z^^ pour 
se rendre ensemble au point Z, de telle sorte qu'à chaque 
position de z corresponde une position de z' , Celte cor- 
respondance aura lieu si l'on suppose que les variations 
de z et -z^ soient fournies par la variation d'une variable t 
qui sera, si l'on veut, le temps. 

Désignons par h la droite zz' : le triangle Ozz' donne 
la relation (5) 



dz' :=: dz -\- dh, 



et, par conséquent, 



f f[z')dz'~ f f{z)dz 
j /(z-hh){dz-hdà) ~ f f{z)dz, 
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OU bien, iiëgligeaîU les infiniment petits du second ordre 



sous Je 



signe I 5 

f f{^')dz' - f ^ f{z)dz . 

^ I f{z)dh-+- i f'[z)h.dz, 

Jz,, Jz-„ 



Or, rintégration par parties donnej en observant que h 
est nul en Zq et Z, 

fZ' /-^ z 

f(z)d/ï = ~ I f'[z)h.dz. 

En comparant cette formule avec la précédente, on voit 
que la différence entre les deux intégrales proposées est 
nulle, à un infiniment petit du second ordre près. 

Dans cette démonstration, nous avons supposé que 
f[z -H II) était égal à f [z) -f- hf^ (^), mais le/'(^) que 
Ton obtient ainsi ne sera égal au J (^) qui entre sous le 

signe I dans la première intégrale, que si, en suivant le 

chemin brisé z^ z'z^ la fonction/'(^) prend la même va- 
leur au point z qu'en suivant le chemin direct ^^^ ^, 
c'est-à-dire que la déîuonstration précédente suppose la 
fonction f [z] monodrome dans l'intervalle compris entre 
les deux chemins considérés. 

Ensuite, en intégrant par parties, nous avons supposé 

que le/' [z] limite de "— ^ j — -^—^ était égal au/' {z) 

T • -. fiz^dz) — fiz) . ., i . 

Jimite de — ^ ^—^5 ce qui suppose /(^) mono- 
gène. Enfin les opérations que nous avons effectuées sup- 
posent /(^) finie et continue ainsi que/' (^), donc notre 



Hosted by 



Google 



( 39 ) 
démonstration n'est applicable qu'aux fonctions synec- 
tiques. 

Cela posé, si l'on considère divers chemins infiniment 
voisins, tous compris à l'inlérieur de Faire considérée et 
passant en z^ et Z, les intégrales de/(^) prises le long 
de ces chemins sont égales successivement à un infiniment 
petit du second ordre près, ce qui revient à dire que deux 
quelconques d'entre elles sont rigoureusement égales. On 
peut donc énoncer ce théorème remarquable, établi pour 
la première fois par Cauchy dans son Mémoire déjà cité 
(16), mais d'une manière un peu différente. 

19. Théorème!.— Si la fonctiofi f [z) reste syneetiqiie à 

l'intérieur d'un certain contour, et si Zq et Z sont deux 

Jn Z 
1 f[z)dz sera indé- 

pendante du contour le long duquel s'effectue V intégration, 
'pourvu que ce contour soit compris à V intérieur de faire 

en question. 

Théorème IL — Si Von suppose actuellement les points 
z^ et Z infiniment rapprochés^ Vintégrale prise sur la ligne 
droite qui joint z^^ et Z sera infiniment petite et sensiblement 
égale à f[z), multiplié par l'imaginaire représentée par la 
distance de z^^ à Z. On peut donc dire cjue : . 

JJ intégrale d'une fonction syneciique à V intérieur d\me 
certaine aire est nulle ^ quand elle est prise le long d'un con- 
tour fermé contenu dans cette aire, 

20. Théorème III. — Considérons actuellement un contour 
ahcdy et d'autres intérieurs à celui-ci : mnp, rst^ etc. Sup- 
posons quef{z) reste synectique pour tous les points de l'aire 
comprise entre le premier contour et les contours intérieurs^ 
désignons^ pour abréger^ d'une manière générale par M. 
Vintégrale de f[z) prise le long cVun contour quelconque M: 
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prenons ensuite a et a' infiniment voisins, ainsi que r et 

FiG. 3. 




r' y traçons dans faire donnée des cloisons telles que bic, 
allant d'un point du grand contour à un autre, mais telles, 
que dans la portion d'aire qu'elles déterminent ne se trouve 
qu^un seul des contours intérieurs : c'est toujours possible si 
les petits contours ne se coupent pas, ce que nous supposerons. 

Nous avons alors, en vertu de notre notation et du théo- 
rème II, en joignant a' et r\ a et r par des lignes inté- 
rieures à la portion d'aire contenant le contour r^f, 

a! r' stradciha^ ^=i o\ - 
or 

a'r'stradciba'zrz a'r' + r'strr' — rr' -f- ra -f- adciha'a — a' a 

rr= r'strr^ — aa'bicda -\- a'r' -\- 7 ' r -\- ra -\- aa' ; 

or, en vertu du théorème II, 

a'r' 4- r'r -I- ra -I- aa' :z=: o ; 

par conséquent, 

r'str = abicda ^ 

ou bien 

r'str-=:^ cdb H- bic. 

On aurait encore d'autres équations analogues à celle-ci, 
relatives à chacun des contours, tels que rslv^ dans le pre- 
mier membre de l'équation suivante entrerait l'intégrale 



Hosted by 



Google 



(4i ) 

relative à Faire mnpm \ dans le second membre figurerait 
-f- cib ou — hic et une portion de Fintégrale abcda^ et 
ainsi de suite. En ajoutant ces séries d'équations, en sup- 
primant les termes qui entrent avec des signes contraires, 
on arriverait à une équation dans le premier membre de 

laquelle figurerait la quantité ^ rstr, et dans le second 

membre de laquelle on trouverait abcda. On peut donc 
énoncer le théorème suivant, fondamental dans la théorie 
des résidus : 

Si A est une courbe fermée contenant dans son intérieur 
diverses courbes fermées ne se rencontrant pas, Bi, Bg,..., B„, 
en nombre quelconque, si de plus la fonction f[z) reste 
synectique pour tous les points de faire comprise entre la 
courbe A et les courbes Bi, Bg,.-? B„^ V intégrale de f[z) 
prise le long de A sera égale à la somme des intégrales de la 
même fonction prises le long des courbes B^, Bg,..., B„. 

Remarque L — Pour que ce théorème soit vrai, il faut 
convenir de prendre les intégrales en faisant tourner la 
variable z toujours dans le même sens, c'est-à-dire que 
si l'on prend un point intérieur au contour, le rayon 
vecteur allant de ce point au point z devra décrire un 
angle total égal à -H 2?:, le sens dans lequel on compte 
les angles étant celui du mouvement d'un point décrivant 
un cercle en partant de l'axe des a: positifs pour marcher 
par le plus court chemin vers l'axe des y positifs. 

Remarque IL — Le théorème II n'a été démontré que 
dans le cas où la fonction /(z) restait monodrome, mo- 
nogène, finie et continue, et sa dérivée finie à l'intérieur 
du contour d'intégration; s'il n'en était plus ainsi, l'inté- 
grale def(z) pourrait fort bien acquérir une valeur finie 
différente de zéro. 
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21. Théorème IV. — - Le théorème I peut encore 
s'énoncer ainsi : 



V intégrale 

u=z f{z}dz, 



considérée comme fonction de Z, est monodrome puisquelle 
est indépendante du chemin suivi par Z pour aller de z^ en ïi. 
Nous allons démontrer qu'elle est monogène. 

En effet, raccroissement de a dû à raccroissement h 
de Z est 



Z 



or, jf (-s) variant peu de Z à Z H- /z, on peut poser 

k:=f[7.) l clz. 

' Jz 

L'erreur commise a un module qui est du second ordre j 
on peut donc la négliger, et on a 

ce qui démontre le fait que nous avions avancé. 

La dérivée de ?i étant finie, u sera continuai est de 
plus fini (18), donc il est synectique. 

22. Remarque I, — Lorsque f{z) est la dérivée d'une 
fonction cp (^) monodrome et monogène^ [intégrale 



« ziz: I f(^z)dz 

est complètement indépendante du chemin z^^z y et toujours 
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égale à cp ( ^ i ) — (f ( 2^, ) . En effet, 

du 

ainsi les fonctions 9(^1) et u ont constamment la même 
dérivée, elles ne peuvent donc différer que par une con- 
stante. Pour déterminer cette constante, considérons-la 
sous la forme u — '^(-^^i), et faisons converger le point z^ 
vers le point z^, ^l-^i) étant monodrome, quel que soit le 
chemin suivi, prendra en Zq la valeur unique (p (^q) *, mais 
u — 9(^1) restant constant prendra donc aussi une va- 
leur unique en z^ : la constante en question est donc 
— © (zq), car u est nul en z^. Ainsi, 

Nous verrons plus loin que si la fonction f{z) a des 
infinis simples, elle ne saurait être la dérivée d'une 
fonction monodrome et monogène. 

23. Remarque IL — La règle d'intégration par par- 
ties doit être appliquée avec précaution aux intégrales 

imaginaires quand la fonction sous le signe / n'est pas 
monodrome-, ainsi l'on a 



I /zdz = ziz — I 



dz 

z 



Supposons que l'on intègre le long d'un contour fermé 
contenant Torigine et ne se coupant pas lui-même, il ne 
faudra pas réduire à zéro le premier ier me zlz^ parce que 
Iz ne revient pas avec la même valeur au point de départ 5 
si Zf^ est ce point , on aura : 



/' 



Izdz -:=-- 2TV \/ — 1^0 — ^Tf V'" 
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Formule de Taylor. 

24. La règle d'intégratioa par parties conduit, comme 
nous allons voir, à la démonstration de la formule de 
Taylor. 

On a identiquement 

Jo 

En intégrant plusieurs fois de suite par parties, on a suc- 
cessivement 

f{x-^^h)~f{x)~hf'[x)— j zf"[x-\-h—z]clz 



^'^^ =zA/'(x)+-^/"(^)+.. 



I.2...7Z-I 



z)dz. 



Nous n'avons pas encore fixé la forme du contour d'inté- 
gration : supposons-le tel, qu'aucune des dérivées de x ne 
devienne infinie ou discontinue en un de ses points, 
jusqu'à la ^2'^'"'' inclusivement 5 soit /x le module maximum 
de cette dernière le long du contour en question : nous 
aurons 

I /''(x -h h — z)dz 

o i 2.. . ,n — 1 



r 

^pmod. I — 

Jo I . 



<^ limoâ. 



1 . 2. . /2. 
et par conséquent, si a désigne Aine quantité dont le mo- 
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dule est <^ i , 



X 



^ ^n— I jf^n 



: f^ [x ~\- h — z)dz =: afjt 



/O I . 2 ... 72 — I 

On peut encore mettre cette quantité sous la forme 

— 4— F.w-, 

I .2.0. , .n 

F désignant une valeur de /"(z) sur le contour d'inté- 
gration, et X un arc réel, en sorte que la formule (i) de- 
vient 



f{x + h)=f{oc)+hf'{x 

: /"-'(.r ) H F<? 



h-' .. ., , A" _ i^^ 



I .2. . ./2 — ï 



I .2. . .72 



Cette forrnule va bientôt nous servir : elle contient du 
reste comme cas particulier la formule relative aux fonc- 
tions de variable réelles, et s'applique encore à ces fonc- 
tions dans le cas où la dérivée tz'"^'»^ aurait un infini réel 
compris entre x et a: H- h . 

Des intégrales considérées comme fonctions de paramètres 
variables, — - Biffer entiation sous le signe l • 

25. Considérons l'intégrale 



r 



jf{z, t]dz :=. «, 



et supposons la fonction ^(2, t) finie et continue tout le 
long du contour d'intégration, à la fois par rapport à z 
et à Z. 

Il est bien clair que si le contour z^Zi n'est pas infini, 
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Il sera fini, car son module sera moindre que 

ds , 

yi désignant le module maximum de / sur la courbe z^z^ 
et J5 l'élément de cet arc, c'est-à-dire moindre que ixs. 
De plus, u représentera une fonction continue de t : en 
effet, si l'on donne un accroissement infiniment petit à i, 
chaque élément de l'intégrale prend un accroissement 
infiniment petit du second ordre, et par conséquent l'in- 
tégrale u prend un accroissement infiniment petit du pre- 
mier ordre. Elle représente bien par conséquent une 
fonction continue de t. Ce dernier raisonnement, comme 
on voit, ne suppose pas que le contour d'intégration soit 
fini, il suppose simplement la fonction jf finie et con- 
tinue . 

Proposons-nous maintenant de calculer la dérivée — 

de l'intégrale u par rapport au paramètre t, 

A cet effet donnons à t l'accroissement 0^ u prendra 
un accroissement A, et nous aurons 

kz=: \f(h t-^0)—f{z,t)]dz, 

ou, développant par la formule démontrée au numéro 
précédent. 

D'après cela on voit que si le contour Zq z^ reste fini, si de 
plus la dérivée seconde de /^ reste finie sur ce contour, 

la limite de - on la dérivée de u par rapport à t sera 



r\f'[^.t). 



^=: / f'[z,tU., 
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Cette proposition serait encore vraie pou nui contour in- 
fini, si par un changement de variable on pouvait ramener 
Tinlégrale u h être prise le long d'un contour fini, la 

quantité placée sous le signe 1 ne devenant pas infinie. 

Nous verrons plus loin que quand une fonction est sy- 
nectique en un point t du plan, toutes ses dérivées sont 
synectiques au même point ; il en résulte que si la fonc- 
iionf(z^t) était synectique et le contour ZqZ^ fini, on 
aurait la dérivée de u en différentiaot la fonction sous le 

signe I •, et il en résulte immédiatement que la fonction u 

iserait synectique par rapport à t, 

26. A côté de cette règle, dite de la différenlialion sous 

le signe s , vient se placer la règle d'intégration sous le 

même signe 5 elle peut s'énoncer de la manière suivante : 



La valeur de l'intégrale double 



fP 



\ f{z,t)dzdt 
est indépendante de l'ordre dans lequel on effectue les in- 



Si l'on se reporte en effet à la définition donnée (16) de 
l'intégrale 

j f{z)dz, 

nous aurons 



1 j f{z,t)dzdt = \imj [f{z,h)[t'—t,) 

-h/{z, t'){f—t')-^ ,.]dz 
:=:\\m[f[z,,t,)(t'-t,){z'-z,)^-f[z\t,)[t'-u)[z"-z') 

-\-f[z,, t!)[t"-u)[z' -~z,)-\-,,.'\ 
= 1 I f[z, t) dzdt. 
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Cette démonstration, qui pourrait s'étendre à un plus 
grand nombre d'intégrales, suppose que la quantité sous 

le signe l / ne devient pas infinie le long des contours 

d'intégration, et de plus que les contours d'intégration 
restent finis. 

27. Remarque. — Nous avons supposé Zq et z^ indé- 
pendants de t-, si dans l'hypollièse contraire on voulait 
différentier par rapport à t l'intégrale 



£^1 



t) dz, 



on aurait 












du 
dt ~ 


m 


1 -i- 


/duX 
\dzj 


dzo /du \ 
dt \dz^^ 


k dz^ 
/ dt 


ou bien 













du C^^ ^., V , ^, s dzç, ., .dz^ 

avec les restrictions dont nous avons déjà parlé. 
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CHAPITRE lY. 

DES RÉSIDUS. 



Définitions et propriétés fondamentales . 

28. On appelle résidu d'une fonction monodrome et 
mooogène, relatif à un infini x de cette fonction, la va- 
leur de l'intégrale de cette fonction , prise le long d'un 
contour fermé ne contenant dans son intérieur que cet 
infini de la fonction, divisée par 2 7tv — -i. 

On appelle résidu intégral, ou simplement résidu d'une 
fonction relatif à une aire donnée, la somme des résidus 
relatifs à cbacun des infinis contenus dans Faire donnée 
ou, ce qui revient au même, en vertu du théorème III (20), 
si l'aire est limitée par une seule courbe fermée, l'inté- 
grale de la fonction prise le long de cette courbe divisée 

par 2Tr y — i. 

Si l'aire était limitée par deux courbes fermées inté- 
rieures l'une à l'autre, ce serait la différence des intégrales 
prises le long de ces courbes divisée par 2 7TV — i. 

Le résidu intégral de f(z) relatif à une aire A se dé- 
signe par le symbole 

<S((/(^)))- 

Le plus souvent, comme la nature de la question indique 
suffisamment Faire en question, on ne l'écrit pas au-/Jes- 

sous du signe X, mais on écrit quelquefois au-dessous 
de ^ les infinis par rapport auxquels on prend le résidu. 
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Quelquefois on prend le résidu d'une fonction de plu- 
sieurs autres 



elatif aux racines des équations 



T 



v(jc)=i:o ou — ; — r = o, 
■ns[x\z=zo OU -— — - = o, 

' TS\X) 



Ce résidu se désigne ainsi : 

^F[^{.}, j.(.), ({x(^))), ((t.(3))),...]; 

d'après cela, on voit que si ç (a:") = oo , 



(p (z) (z — x) 



représente le résidu de <^{z) pris par rapport à x, 

29. Théorème L — Le résidu d'une somme ou d'une 
différence est égal à la somme ou à la différence des résidus de 
ses parties. 

Théorème IL — Le produit d'un résidu par une constante 
est égal au résidu de la fonction sous le signe X multipliée 
par cette constante. 

Théorème IIL — On a 

Théorème IV. —On peut différ entier et intégrer sous 
le signe X comme sous le signe I » 

Tous ces théorèmes se démontrent trop facilement en 



Hosted by 



Google 



( 5i ) 
parlant de la définition que nous avons donnée des rési- 
dus pour nous y arrêter davantage. 

30. L'intégrale d'une fooction prise le long d'un con- 
tour iofini, le résidu intégral de cette fonction relatif à 
une aire indéfinie sont deux quantités indéterminées, si 
l'on ne fait pas connaître d'une manière bien nette et 
bien précise la manière dont se déforme le contour ou 
Faire qui deviennent infinis. Quand l'aire est un cercle 
de rayon infini ayant son centre à l'origine, le résidu 
correspondant s'appelle résidu principal. 



Calcul cVun résidu, 
31. Calculoris d'abord le résidu R de 



?{^) 



(^' 



\^{z) 



étant une fonction finie pour ^ = ;r, le résidu cherché est 
égal à l'intégrale 






prise le long d'un contour fermé contenant le point x et 
pas d^nfini de ^[z)\ du reste (20), on peut prendre pour 
contour d'intégration un cercle de rayon /^très-petit décrit 



FiG. /,. 



du point X comme centre. Si l'on désigne alors par B 
l'angle d'un rayon quelconque de ce cercle avec l'axe 
des .r, le triangle Oxz fournira, en vertu du théorème de 

Mourey (5), ___ 

4- 
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et en différenliant, 

La formule (i) devient alors 

Celte formule ayant lieu quelque petit que soit r, on peut 
prendre 7^ = 0, ce qui facilite l'intégration, et l'on a, en 
supposant cp(x) continu au point x, 

I r'^'' ' 

ou, ce qui revient au même, 

en vertu du théorème (29)^ si Ton différentie n fois par 
rapport à a:, on trouve 



ou bien 






^{[{z—œ)^ ^ 



' [[[z — xy-^']) 1.2.3. . ,n 



Proposons-nous enfin de calculer le résidu principal de 
f[z)^ nous aurons 

'^ ((/(-) )) = —W {f{-)dz, 

ou bien, en intégrant le long du contour circulaire décrit 
d-e Forigine comme centre avec un rayon infini, 

l ((/(z) )) =. lim~J^'\f{reS^'=''}re<^\'^dO. 
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Sif(z)z a une limite a finie et constante pour toutes 
Jes valeurs de Fargument de z quand son module devient 
infini, on a 

Si zf[z) avait deux limites différentes correspondant 
a des arfifumenls variant de a -\ — el de - a — ? alors 

^ 2 2 2 2 

G et g' étant ces deux limites, on aurait trouvé 



G- -I- 
2 



Nous verrons plus loin que quand une fonction mono- 
drome et monogène devient infinie pour z = x^ elle est 

de la forme > ■ ■ ^ ■ ? op(^) ne devenant ni nul ni infini 

pour ^ = a: et ^ étant un nombre entier. Tous les résidus 
simples que nous aurons à calculer se ramèneront donc 
aux casque nous avons examinés 5 mallieureusement les 
résidus principaux né sont pas toujours aussi faciles à 
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CHAPITRE V. 

APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS A LA RECHERCHE 
DES INTÉGRALES DÉFINIES. 



Préliminaires. 

32. La tbéorie des résidus se prêle avec une merveil- 
leuse simplicité à la recherche des intégrales définies, et 
voici comment : 

Concevons que Ton intègre une fonction monodrome 
et monogène le long d'un certain contour fermé. L'inté- 
grale que Ton obtient ainsi est égale à la somme des ré- 
sidus partiels de la fonction relatifs à chaque infini. En 
écrivant cette égalité, elle se décompose en deux autres 
que Ton obtient en séparant les parties réelles des parties 
imaginaires^ ces deux autres égalités fournissent en gé- 
néral la valeur de deux intégrales définies. 

Quelquefois on s'arrange de telle sorte que la fonction 
que l'on intègre devienne infinie sur le contour d'inté- 
gration lui-même. Mais, dans ce cas, le procédé que nous 
venons d'indiquer doit être un peu modifié. 

Considérons un point x et supposons qu'en ce point la 

FiG. 5. 

b 




fonction /(^) devienne infinie; supposons un contour 
fermé quelconque xah passant en .r, et, pour plus de 
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généralité, supposons que les tangentes à ce contour en x 
fassent un angle a (égal à tt dans le cas où x ne serait 
pas un point singulier). Du point x comme centre, avec 
un rayon r infiniment petit, décrivons un petit cercle 
coupant en m et 7i le contour xab. Intégrons /"(^j le 
long de ce contour en évitant le point x, c'est-à-dire le 
long de toute la portion de contour extérieure au petit 
cercle que nous venons de tracer. L'intégrale ainsi obte- 
nue est ce que nous pourrons appeler la valeur principale 
de l'intégrale de/(^) prise le long du contour xab. 

Si nous intégrons la fonction /(j^) le long du contour 
nabmpTiy nous trouvons, en désignant par iviisl — i l'in- 
tégrale cherchée, et par E le résidu de /(z) relatif à tous 
les infinis contenus dans le contour :ï7a^, y compris x, 

it:\I — I ./ 

L'intégrale étant relative au contour mpn^ cette équation 
peut s'écrire 



et pour r =: o, 

(i ! i -\ lim 



^---- /{,:.+ re^sf^^)rJ^-^=Y.. 



Or 



est égal à 



— lim/(a;-l-r^^v/-^) re^'J- 



— I /{re^"^-' -h x) re^"^ dO, pour r — o, 
^^ Jo 

c'est-à-dire au résidu de f{z) relatif au point x. 
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L'équation (i) peut alors s'écrire 

(2) /=:E^-f-— E^ 

27r 

E^^ désignant le résidu de /(^) relatif au point x^ et E' 
le résidu de f(z) relatif au contour xab^ abstraction 
faite de l'infini x. 

Si le point X n'était pas un point singulier, on aurait 

<^ = TT, et par conséquent 

2 

ÎS'ous avons supposé qu'il ne se trouvait qu'un seul 
infini de la fonction/(^) sur le contour xab-^ il est clair 
que s'il s'en trouvait plusieurs, la formule (2) devrait 
être remplacée par la suivante : 

i = E' -hl —F/'. 

27r 

Première application des principes précédents, 

f[z\ 
33. En intégrant la fonction -^-^ le long d'un contour 

circulaire décrit de l'origine comme centre avec un rayon r 
assez petit pour que dans l'intérieur de ce cercle /'(2) 
reste synectique, on trouve 






'"Âre'>^'--)cU^l/-^=m, 



et plus généralement, en intégrant '-—^5 

27r /^ r«-'<?"^ 1.2.3. . .72— I 



Prenons par exemple /(^) égal à ; en supposant r 
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moindre que i, reste synectique, et la formule (i) 



donne 






DsG — rsj — 1 sinÔ 



Cette formule, en séparant les parties réelles des parties 
imaginaires, donne les deux autres : 



smô 

z= G. 

cos9 H- r"^ 



r^^ f/Ô(i — rcosQ) __ n^" dBsi 

J^ I — ircosO-{~r^ ' J^ i — ^rco 

Ces deux formules semblent indépendantes de j\ et c'est 
ce qui a lieu effectivement quand 7^ est plus petit que i, 
mais elles changent quand on suppose r plus grand que i , 
En effet, on a alors 

j__ r-"" dô r___i__— o 

^'^ X I — rcosG — 7V~sinÔ ~ ^((^(i— ^))) 
de isorte que Ton a dans ce cas 

J^^ I — 2rcos0 -I- r' ~ ' J^ I — 2rcos0 + r2 

et pour r égal à i , 

I /^^^ dB 

^'^ Jq ^ ~~ ^cosô — T'v'— I sinô 



dB sinO 



P I I p I I 



par conséquent^ 



r^^ do{i — cosB)_ r' 

X z — 1 cosB '^'^' J^ 



z — 2 cosy 
Ces deux formules sont aisées à vérifier : elles donnent en 
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effet 






ÎB cos - 

. __ Q 

siiî -0 
1 



Là seconde de ces formules donne la valeur principale de 



X 



271 j 

ryôcot-ô. 

2 



Deuxième application. 

34. En intégrant y (2;) supposée monodrome et mono- 
gène dans l'intérieur du rectangle ayant pour sommets 
les points Xq~\-Jos/ — i, Xq -+-Ji s/ — i , Xi 4- j^ V^ — 1 et 
Xo-hyiS/ — I, le long du périmètre de ce rectangle, on 
trouve (16) 



27ry/- 



(') 



— / /(^ -^ y,\l—\)dx 
n^i 



^la/m- 



En vertu de ce qui a été dit (32), si la fonction /(z) 
devient infinie sur le contour, il faudra un peu modifier 
la formule précédente, réduire les intégrales à leur valeur 
principale, et dans le second membre écrire seulement la 
moitié des résidus x^elatifs aux infinis qui sont situés sur 
le contour d'intégration, et le quart de ceux qui sont rela- 
tifs aux infinis situés aux angles. 
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Supposons qnef[x -hy^/ — i soit nul pour x = ±; oo , 
quel que soit j, et pour jr=.- ^-go , quel que soit x '^ 
prenons 

^0 — — CO , ^i i=r -4- 00 , Jo = O, ■ J, =: OD ; 

l'équation précédente devient alors 

(2) / /(x)rf^- = ^((/(z))).3,rv/-I, 

le premier membre devant être réduit à sa valeur princi- 
pale si/(x) devient infini pour une valeur réelle de x, et 
le second membre ne renfermant que la moitié des rési- 
dus relatifs aux infinis réels def(z). 
La formule (6) peut encore s'écrire 

t/O 

35. Prenons par exemple 

On abieny(^) égal à o, pour x = ±co ^ et pourj^= -{-oo 
si a est positif. La formule (3) est donc applicable et 
donne 

: cîx z=z - sj — I . 



£ 



Nous réduisons le résidu à sa moitié, parce que rinfini 
def(z) se trouve réel. Du reste, la formule précédente 
peut s'écrire 



Jo 



smax - 17 
— dx zr=. - ' 

X 1 



Hosted by 



Google 



(6o ) 
En faisant jf(x) •=. , on a 



Jo ^ 



ax ai: 

1 



En faisant jf(^) =:= ^ ^ et ~ ^5 on a respective- 
ment 



— sin«, 
1 



Jr^ co^ax , TT r^~ cos<^.r 

En faisant/(^) =^ ~ -> on a : 

I H~ s 
OU 



/o 
OU 



I . „jpa-->_ W/^ — _^ 7^^__i „ 

Cette équation donne les deux autres : 



— . dx z=z —, 



Jo i-^^'""" Jo H--^ 



.^''-"' rrz TT COt^TT. 
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CHAPITRE YL 

APPLICATIONS DU CALCUL DES RÉSIDUS A L'ÉTUDE 
DES FONCTIONS. 



Théorèmes généraux. 
36. La formule 

que nous avons précédemment démontrée, fournit, comme 

nous avons vu (25), en la différentiant sous le signe X 

qui, en définitive, n'est pas autre chose qu'un signe d'in- 
tégration, 

'" /■'■'! =i«F^- 

[Nous avons le droit [voir n^ 2o) de différeniier par rap- 
port à X sous le signe ft parce que la dérivée seconde de 

la quantité placée sous ce signe reste finie.] Cette der- 
nière formule montre qiief^^x) est une fonction finie et 

continue, puisque la fonction placée sous le signe £^ reste 

elle-même finie et continue 5 on voit aussi qnef^(x) sera 
monodrome et monogène, car sa dérivée se déduirait de 
la formule (2), comme elle-même se déduit de la for- 
mule (i). On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Si une fonction est synectique dans le 
voisinage d'un point x^ toutes ses dérivées jouissent de la 
même propriété. 
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En effet, la première dérivée sera syiiectique d'après ce 
que nous venons de voir, la dérivée de sa dérivée le sera 
pour la même raison, et ainsi de suite. 

37. Théorème II. — Une fonction continue^ monodrome 
et monogène dans une aire A, ne saurait avoir toutes ses 
dérivées nulles en un point quelconque de cette aire sans être 
constante. 

En effet, soient x et x~{-h deux points voisins de 
Faire en question; prenons h assez petit pour que, décri- 
vant du point z comme centre un cercle, il soit contenu 
dans Faire A et contienne le point jt-h/z; soit e;nï\nf[z) 
une fonction monodrome, monogène et continue dans 
Faire A-, supposons que h ait été choisi assez petit pour 
que dans Fintériexir du cercle que nous Venons de tracer 
il ne se trouve pas d'infini de/'{^) : nous aurons 

le résidu étant relatif à l'aire du cercle en question. En 
développant, cette formule devient 

+ *.(■ Il£!— 

^ O [^^{^z — xY [z — X — h))) 

Si l'on stippôse nulles toutes les dérivées àef[z) au 
point x^ cette formule devient (31 ) 

et cette formule a lieu quelque grand que soit n. Or, sous 
le signe X, h a un module moindre que z — x [z— x 
a pour module le rayon du cercle relativement auquel 
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on prend le résidu, h a pour module la distance du point 
intérieur x -\- h au point x, centre du cercle) 5 donc 

fin 

— a pour limite zéro-, le i^ésidu lui-même, qui est 



;al à 

h" f{z) 



égal à 



i-J-' j\ 



dz. 



\z ■ — .27)" z — X — h 

aura pour limite zéro, car chacun des éléments de l'inté- 
grale précédente sera du second ordre, et l'équation (i) 
devient pour n =: oc 

f[a:-^h)=f[œ). 

La fonction /(ji?) reste donc constante à l'intérieur du 
cercle que nous venons de considérer 5 mais par un rai- 
sonnement effectué sur le point x-\-'h comme sur le 
point X, on trouverait ainsi de proche en proche que 
f{z) reste constant dans toute l'étendue de l'aire A. 

I 

Remarque. — La fonction e "^ a toutes ses dérivées 
nulles au point o ^ on ne peut rien en conclure^ parce 
que cette fonction n'est ni monodrome ni monogène au 
point o. 

38. Théorème IIL — - Une fonction monodrome et mono- 
gène dans une aire A ne saurait être constante dans une 
étendue finie quelconque de cette aire. 

En effet, considérons une courbe tracée à l'intérieur 
de l'aire A -, supposons que le long de cette courbe la fonc- 
tion y'(^) monodrome et monogène reste constante, ses 
dérivées eo un point quelconque de la courbe en question 
seront toutes nulles-, donc, en vertu du théorème précé- 
dent, la fonction /'(-^) restera constante dans toute l'éten- 
due de l'aire A. Elle ne sera donc pas, à proprement par- 
ler, une fonction. 

39. Théorème IV. — Toute fonction synectique f[z) 
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pour z = a, qui devient nulle au point a^ est de la forme 

n étant un nombre entier et ^f{^) une fonction synectique 
pour z =:a qui ne s'annule plus au -point a. 

En eiï'et, nous avons 

(0 A.)-<^l(^^'^ 



^'^ \\ z — 



le résidu étant pris relativement à une aire assez petite 
pour que f[z) reste synectique dans son intérieur. La 
formule (i) peut encore s'écrire 



m = L 



/(-) 



— a — [œ — a) j 
ou bien, effectuant la division, 



Z — a J ^ \\[z — a Y 
f[z) [x—aY 



■ X 



Supposons alors que la première dérivée dey(2), qui ne 
s'annule pas (33) au point a, soit la /2'^'"''- — i -il vien- 
dra (31) 



^ \ \ I z — «)" (z — x\ 



ce qui montre que /(;r) est le produit de (,r — ^/)" par 
une fonction qui au point a devient égale à 



et par suite qui en ce point est différente de zéro et finie. 
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Lorsque la fonction synectique J'(^) pourra se mettre 
sous la forme {z — a)"cp(^), nous dirons que a est un 
zéro de l'ordre de multiplicité n de cette fonction. 

40. Théorème V. — Si la fonction monodrome et mono- 
gène f[z) devient infinie pour z=za^ elle peut se mettre 
sous la forme 



f[^) 



■ {z — aY ■ 



(f (^) ne devenant plus infini et différant de o pour z =a^ et 
n étant un nombre entier. 

En effet, -j^j—. s' annulant pour js = a et étant mono- 
drome et monogène, il en résulte (théorème III) 



d'où 



^^:==:{a;-a)-^{z) 



f(z) = :-• C. Q. F. D. 

•^ ^ ^ {z — ay 



n est ce que nous appellerons l'ordre de multiplicité 
de l'infini a de la fonction/'(^). 

Remarque, — Nous voyons à présent qu'un résidu quel- 
conque se ramène toujours à un résidu de la forme 

r /(^) 

41. Théorème VI. — Toute fonction f[z) continue^ 
monodrome et monogéne dans toute l'étendue du plarp^ de- 
vient nécessairement nulle et infinie pour des valeurs finies 
ou infinies de sa variable. 

Il suffit évidemment de démontrer qu'elle devient in- 
finie, car toute fonction monodrome et monogène peut 
être considérée comme l'inverse d'une fonction de la 

5 
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même espèce, et, celle-ci devenant infinie, il est clair que 
la première passe nécessairement par zéro. 

Cela posé, en désignant -pSiV f^"\[z) la première déri- 
vée def[z) qui ne s'annule pas pour z = o, on a (31 ) 

I.2.3.../2/(")(0)rz./ >/^. 

Supposons que la fonction f{z) reste finie dans toute 

l'étendue du plan, on pourra sous le signe X envelopper 

f{z) entre la double parenthèse et remplacer le résidu 
par une intégrale définie prise le long d'un cercle de 
rayon r ayant son centre à l'origine^ il vient alors 

I.2.3,..«/(«)(0):r=— 1 l-ilL.-^^0. 

/M 
chaque élément par ~^0, 

M désignant le module maximum de/{^) sur le cercle 
le long duquel on intègre : nous aurons 



I.2.3.../z/(-)(0)<— f 



2^ M ,, 



ou bien 

1.2.3. . ./^/«(o)r«<M. 

Cette formule est vraie quelque grand que soit r. Si 
donc on prend r=zoo, on trouve M = oo . Ceci prouve 
évidemment que f[z) lui^-même devient infini pour une 
valeur infinie de z. 

Ainsi donc, si f{z) ne devient pas infini pour une va- 
leur finie de ^, il devient infini pour une valeur infinie 
de sa variable, ce qui démontre le théorème en question. 

Corollaire L — La fonction entière ne devenant pas 
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nulle pour une valeur infime de sa variable, et étant du 
reste synec tique dans toute l'étendue du plan, doit néces- 
sairement s'annuler pour une valeur finie de sa variable, 
ce qui démontre ce théorème ; que toute équation algé- 
brique a une racine. 

Corollaire II. — Une fonction continue^ monodrome et 
monogène^ passe au moins une fois par tous les états de va- 
leurs^ ca.r f[z) — A, en vertu de ce que nous venons de 
voir, passe au moins une fois par zéro, et par suite /{ 5:) 
par la valeur A. 

42. Théorème VIL — Deux fonctions monodromes et 
monogèneSy qui ont les niêmes zéros et les mêmes infinis au 
même degré de multiplicité^ sont dans un rapport constant. 

En effet, le rapport de ces deux fonctions ne s'annule 
plus et ne devient plus infini pour aucune valeur de la 
variable (37). 

Scolie, — Il résulte de ce théorème qu'une fonction est 
déterminée quand on donne ses zéros, ses infinis et sa 
valeur pour une valeur donnée de sa variable. Nous ver- 
rons dans la suite comment on peut déterminer cette 
fonction. 

Théorème VIII. —- Toute fonction monodrome et mo- 
nogène infinie pour z :=i a peut se mettre sous la forme 



<^{z) ne s'annulant pas et ne devenant pas infini pour 
z =z a-^ QY on B. 

?(z) „ ?(^) , ^(z) — y(a) 



(^ 



■af 



<^{z) — o{ci) est nul pour z :=z a et peut se mettre sous 

5, 
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la forme ^ (5;) X (^ -— ^Y- il en résulte 



■{z—ay [z — aY [z — af-P 

^z) 



Si p n'est pas plus petit que 7z, on opérera sur 

comtne sur , \ ? et ainsi de suite : donc toute fonction 

[z — aY 

monodrome et monogène infinie pour z = a peut se mettre 
sous la forme 

^W +_H5L,+... + F(.), 
(z—aY [z — aY 

F (^) ne devenant pas infini pour z =: a, 

A3. Théorème IX. — Toute fonction f[z) synectique 
dans toute V étendue duplan^ qui devient infime pour toutes 
les valeurs infimes de sa variable , est entière. 

En effet, la fonction /(-) devient infinie pour 

^=05 elle est donc de la forme 

^/i\ A B 

/ 7 -;:.-^;;r.-^---H-9(-% 



z ; z" z"-' 



cd(^) ne devenant plus infini pour aucune valeur de z\ 
(p(^) est donc une constante, et alors /(-z) est de la 
forme 

c'est-à-dire entière. c, q. f. d. , 

La fonction a^ n'est infinie que pour z infini, mais le 
théorème précédent ne saurait lui être appliqué parce 
que e* est fini pour certaines valeurs infinies de z\ 

aussi e^ n'est pas monodrome autour de l'origine. 

44. Théorème X. — Une fonction monodrome et mono-- 
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gène qui n'a qu'un nombre limité d'infinis est une fraction 
rationnelle. 

En effet, il est aisé de voir qu'on peut la mettre sous la 
forme 

A A "D 

.,4-9(2), 



[z — aY [z — ay ' {.X — b)P 

^[z) ne devenant plus infini et par suite étant une con- 
stante. 

45. Théorème XL— Une fonction monodrome et mono- 
gène admettant un nombre limité de zéros est une fonction 
entière. 

Expression^ au moyen d'un résidu, d^une fonction des 
racines d'une équation. 

46. Théorème I. — Soient (p[z) une fonction monodrome 
et mono gène dans V aire K\ a, a^,^,,.^a,J'es zéros '^^'^^^<s.'>'*'? 
/3„ les infinis de cette fonction compris dans Vaire A-^ f(z) 
une fonction synectique dans la même aire : on aura^ en dési- 
gnant en général par p l 'ordre de multiplicité de a et par q 
celui c?e j3 , 



(■) 



'î^((7S)):^«=2''-^("'-5;'/(P). 



le résidu étant pris relativement à Vaire A. 

En effet, en vertu du théorème (3S) on peut poser 

^{z)z=z{z— a]Pzn[z), 

x^[z) étant une fonction finie et différente de zéro pour 
z = ot'^ on aura alors 

^'(^) __Pi^ — a)^~'^(^) -h(z — a)Pxj^{z) 
<p(z) """ (z — (/,)Pm{z) 
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OU 









En multipliant les deux membres de cette équation par 
f{z) et en prenant les résidus par rapport à a, il vient 



(=?•) 



i((^v„ 



:p/(a). 



On trouverait de la même manière, en prenant le résidu 
relativement à |3 , 



(3) 



m 



(-) 



'/(^ 



?/(p). 



p/w ■ 



En ajoutant les équations analogues à (2) et à (3), on 
trouve Féquation (i). 

Si dans Féquation (i) on fait jf(2) = i, il vient 

«' im ^ 

m désignant le nombre des zéros, n le nombre des infinis 
de ©(-s) contenus dans Faire A. On peut dire que le résidu 

y ( ( (\ ) ) ^^Gp^éseiile la différence des zéros et des in- 
finis dey(2^) contenus dans Faire A, en convenant de 
compter comme deux, trois, etc., zéros, les zéros doubles, 
triples, etc. 

47. On peut déduire de la formule (4) un théorème 
très-remarquable dû. à Caucliy et qui permet de séparer 
les racines des équations. Cette formule peutsMcrire 



c'est-à-dire 






dz 



pm 



.^^^ 



!^^,^ / J},\l,^[z)]dz: 

l TV J î J 



pni ■ 
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OU bien, remplaçant le logarithme par sa valeur et dési- 
gnant par o) l'argument de c^ ( >s ) , 

i I 'Dz[lmod(f{z) -4- wY— I -h 2/'7r v^— ï ]dz 



Or le module de la fonction synectique 9(2), ainsi que 
son logarithme réel, est une quantité qui revient au même 
point avec la même valeur quand z suit le contour de 
l'aire A ; Fintégrale 



/- 



'ï)zlmoà^[z) dz 

est donc nulle, et si Ton désigne par oj^ et o^^ les valeurs 
que prend l'argument w quand le point z part du point z^ 
et y revient après avoir fait le tour de Taire A, la for- 
mule (5) devient 

(6) ^ (o^i - Wo) r^r^ pm —^qn , 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Le nombre des zéros, de (i^ [z) y diminué du nombre de ses 
171 finis compris dans V intérieur d^un contour donnée est égal 
à la quantité dont varie V argument de o(z) divisée par stt, 
quand le point z se meut sur ce contour de manièxe à en faire 
un tour complet^ le sens de la rotation étant celui dans le- 
quel on compte les angles en coordonnées polaires. 

Ce beau théorème, qui à lui seul suffirait pour immor- 
taliser le nom de Cauchy, est ordinairement énoncé d'une 
manière un peu différente dans le cas particulier où l'on 
considère une équation algébrique. 

Soient cp(s) := X ~H Y y— 1 une fonction entière de 
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z =: X. -hj s/ — I , A un contour fermé, m le nombre des 
racines de f[z) = o comprises à Finlérieur de ce con- 

Y 

tour 5 soit i le nombre de fois que le rapport — • passe du 

positif au négatif en s'annulant, i' le nombre de fois qu'il 
passe du négatif au positif en s'annulant, lorsque le point 
dont les coordonnées sont x elj décrit le contour A: on 
aura 



Nous avons supposé dans les raisonnements précédents 
que sur le contour A il n'existait ni infini ni zéro de ^{z)-^ 
il est facile de voir comment^ dans ce cas particulier j il 
faudrait modifier le théorème de Cauchy. 



L'intégrale 



l7cJ~lJ ?{^) 



dZy 



prise le long du contour A, serait égale au résidu 



i((^ 



(z) 



relatif à l'intérieur de Faire A, augmenté delà moitié des 
résidus relatifs aux zéros ou aux infinis compris sur le 
contour même (32), dans le cas où ce contour n'au- 
rait pas de points anguleux, et d'une quantité différente 
pour les zéros placés aux sommets des points anguleux, 
quantité déterminée par le tbéorème (32) 5 en sorte que 
Féquation (6) devrait être remplacée par la suivante. 



(w, -— Woj 

ITT 



Dans cette formule, ^ est le nombre des zéros du con» 
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lour A, V le nombre de ses infînis, /', s leur ordre de mul- 
tiplicité*, - estle rapport de l'angle des tangentes au con- 
tour, en un point 011^(2) s'annule, à quatre droits 5 -r est 
le rapport analogue pour un point où (jp [z) devient infini. 

Discussion de V équation f[z^t)=o. 

48. Supposons que la fonction /^(.^j t) reste synectique 
par rapport à z et k t quand z varie à l'intérieur d'un 
contour A et ï à l'intérieur d'un contour B, désignons 
par X une racine de l'équation 

(l) f{z,t)=:0, 

résolue par rapport à ^ et contenue dans l'aire A: nous 
aurons (46) 



=u 



P^\\f[^^i) 



z 



p désignant Tordre de multiplicité de la racine x, et le 
résidu étant pris à l'intérieur d'un contour contenant la 
seule racine j: de l'équation (i). Le contour en question 
existera toujours, si les racines de l'équation (i) ne se 
trouvent pas infiniment rapprochées, c'est-à-dire formant 
courbe continue; mais cette hypothèse doit être rejetée, 
car alors la fonction f[z^ t) étant nulle dans une portion 
finie de Faire A le serait dans toute l'étendue de cette 
aire. 

L'équation (2) montre que si x conserve son ordre de 
multiplicité quand t varie, cette racine sera une fonction 
synectique de ï (25)^ il en sera de même de ^ — -x, et 
J'[z^ t) divisé par [z — xY sera encore une fonction sy- 
nectique de X pA àe t , 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que la fonction 
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f[z^ t) ait été divisée par tous ses facteurs de la forme 
[z~xY^ en sorte que Féquation (i) n'ait plus de racines 
multiples pour toutes les valeurs de t. La formule ( 2) sera 
alors remplacée par 



L 



f[^. t) 



Cette équation montre que toute racine de Féqua- 
tion (1)5 contenue dans Taire^ A, est une fonction synec- 
tique de f, pour toutes les valeurs de t pour lesquelles il 
sera possible de tracer un contour contenant la seule 
racine x de l'équation (1)^ c'est-à-dire à l'intérieur de 
tous les contours décrits dans Faire B qui ne contiennent 
pas de points t pour lesquels Féquation (1) acquerrait 
des i*acines multiples. 

Ce théorème important a été établi d'une manière diffé- 
rente, et pour la première fois, par M. Puiseux [Journal 
de Mathématiques de M. Liouville, t. XIV) 5 avant lui, 
Cauchy avait démontré {Exercices d'Analyse et de Physique 
mathématique) que les racines de Féquation (i) étaient 
des fonctions continues de t, 

M. Puiseux, dans le Mémoire que nous venons de citer, 
examine ce qui se passe dans le voisinage de ces points 
pour lesquels Féquation (1) admet des racines égales. 
Sans entrer dans autant de détails que lui, dous ferons sim- 
plement observer que si au point t^ Féquation (i) acquiert 
une racitje double ou triple..., c'est qu'en ce point deux 
ou trois... racines différentes sont venues se rencontrer. 
Quand le point t tournera autour du point Z^, il pourra se 
faire que la racine x reste monodrome, mais le plus 
souvent il arrivera, comme on peut le constater sur 
Féquation 

que toutes les racines, ou seulement quelques racines, se 
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permutent les unes dans les autres. M. Puiseux a étudié 
principalement les diverses manières dont variaient ainsi 
les racines des équations a]gébric[ues. Cette étude présen- 
terait, je crois, de grandes difficultés pour les équations 
transcendantes. 

Nous terminerons ce chapitre par un théorème remar- 
quable sur les fonctions non monodromes, démontré dans 
le Mémoire de MM. Briot et Bouquet inséré dans le 
XXXVP cahier du Journal de V École Polytechnique. 

49. Théorème. — Toute fonction monogène ^ q%ii n'admet 
qu^un nombre limité d'infinis et qui admet m valeurs pour 
chaque valeur de sa variable^ est racine d'une équation algé- 
brique. 

En effet, soient ii^^ii^^ » . . ^Uj^ les m valeurs de cette 
fonction, elle satisfera évidemment à l'équation 

mais les coefficients de cette équation sont symétriques 
en Ml, Mg, * ' ", Umi ce sont donc des fonctions monodromes 
et monogènes qui n'admettent qu'un nombre limité d'in- 
finis, et, par conséquent, des fractions rationnelles (44). 
En chassant les dénominateurs de ces fractions, on tombe 
sur le théorème qu'il s'agissait de démontrer. 
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CHAPITRE YII. 

APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS A LA THÉORIE 
DES SUITES. 



Notions élémentaires sur les séries, 

SO. On appelle série une suite illimitée de termes qui 
se suivent et se forment d'après une loi déterminée. 

On dit qu'une série est convergente, quand la somme de 
ses n premiers termes tend vers une limite finie lorsque n 
augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel- 
conque. Cette limite est ce que Ton si^i^eWelâ valeur de la 
série, ou encore la somme de ses termes. 

On dit qu'une série est divergente, quand la somme de 
ses n premiers termes ne tend vers aucune limite lorsque 
n augmente indéfiniment, ce qui peut tenir à deux causes : 

1° La somme des termes en question croit indéfiniment, 
comme dans la série 

1^ La somme des termes prend une forme indéter- 
minée, comme dans cette autre série 

I — iH-i — i-f-i — i + i — iH-..., 

dans laquelle la somme des ?i premiers termes est aller*' 
nativement i, o, i, o, . . . . On comprend actuellement 
pourquoi, dans la définition des séries convergentes, j'ai 
ajouté que n devait suivre une loi quelconque, car dans 
la série que je viens de considérer, lorsque n est pair ou 
impair, la somme des termes tend dans l'un et l'autre cas 
vers des limites déterminées o et r. 
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Théorèmes sur la convergence. 

M . Théorème I. — Pour qu une série soit convergente^ 
il faut que ses termes diminuent indéfiniment. 

En effet, soit la série 

1^0 -4- «i H- 1^2 •-+- «3 + . ' • 4- «■« -1- • • • • 
Soit en général Sn la somme des n premiers termes, on a 

(l) Sn+,~Sn~ l/w 

Si la série proposée doit être convergente et avoir pour 
somme 5, on a par définition même de la convergence 

lim Sn = s ; 
donc 

lim Sn+i — lim s^ = lim (^„+, — s^) = o. 

Donc, en vertu de l'équation (i), 

lim Un=z o . 

Remarque L — La démonstration que nous venons 
d'employer, comme du reste toutes celles que nous em- 
ploierons dans l'exposition de ces principes, est basée sur 
le calcul des limites -, elle précise le sens que nous devons 
attribuer à la locution diminuer indéfiniment. Quand nous 
disons que Un doit diminuer indéfiniment, nous devons 
entendre par là que cette quantité, réelle ou imaginaire, 
doit avoir zéro pour limite, rien de plus : ainsi z/„ peut 
tendre comme on veut vers zéro ^ il n'est nullement né- 
cessaire, par exemple, que l'on ait Un ^ ^n+i ^ Un+2 ^ . . . . 

Remarque IL — On aurait également pu écrire les 
équations suivantes : 

lim s n+p^=^ s ^ 
lim Sn=^ s-, 



Hosted by 



Google 



(78) 
d'où, retranchant la deuxième de la première, 

ce qui conduit à ce résultat : 

Pour qu'une série soit convergente^ il faut que la somme 
des p termes qui suivent le n'^^"^^ diminue indéfiniment quand 
n augmente indéfiniment^ quel que soit du reste p. 

La réciproque n'a pas encore été démontrée nettement. 

Remarque III . — 11 existe des séries dans lesquelles z/„ 
peut tendre vers zéro sans que la série à laquelle appartient 
ce terme soit convergente, et, par exemple, considérons la 
série suivante, appelée série harîuonique : 

i I I ï I I 

IH }-77-{-y + -?-!-. ..H i 

•2345 n n -h i 

Il est facile de s'assurer que celte série est divergente, car 
si Ton prend n termes après le n.'^'"^, la somme 

I ï I 

.Jl , ,JL^ , , 1 , , 

n-{- î 72 -f- 2 " in 

est plus grande que — ^ répété n fois, c'est-à-dire que -• 

Si donc on groupe les termes delà série harmonique ainsi 
qu'il suit : 

I / 1 i\ / 1 I I î 

1 -h - 
2 



I \ I I 

-1 , 



/2-f-ï/ /2-1-2 in 



on aura une infinité de groupes plus grands que -• Donc 

la valeur de la série harmonique est la limite d'un nombre 
qui croît indéfiniment, ce qui veut dire que cette série est 
divergente. 
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11 arrive souvent que l'on rend une série convergente 
par un simple changement des signes de quelques-uns 
de ses termes. Ainsi la série 



III ,1 

I 



1 3 4 n"^ n -^-1 

est convergente. En général : 

52. Théorème II. — Si àan$ une série les termes sont, à 
partir d'un certain terme^ indéfiniment décroissants et alier-- 
nativement positifs et négatifs^ cette série est convergente. 

En effet, considérons la série 

W, 4- «3 H- ... -F Un ~~ Uji-hi + Un+2 • • • ^ Un^p "ZÇ, Un+p-^\ Ht. . . , 

dans laquelle les termes sont indéfiniment décroissants et 
alternativement positifs et négatifs à partir du terme w„. 

Appelons en général S,„ la somme des în premiers 
termes de la série. Si nous r-emarquons que les termes 
vont constamment en diminuant, les quantités 

seront toutes positives, et, par conséquent, 

les quantités — u^+i -f- z^^+s? • • . , — w„+2p-i "+" "«-*-2p - - -> 
seront loutes négatives, et, par suite, 

Or 

Donc S„+2p est plus grand que Sn+'ip-\i et, par suite, à 
cause de la suite d'inégalités (i), plus grand que S^^^j. Ainsi 
donc une somme quelconque comprise dans la suite S„4.2, 
S„4.4, S„4.6j . V . , est plus grande que S„^i -, il en résulte que 
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ces sommes allant constamment en décroissant et restant 
supérieures à S„^i qui est fixe, ont une limite S. Or, on a 

Si nous supposons p très-grand, le premier membre a 
pour limite S, car w„+2p+i a pour limite zéro ; donc S„4.2p+i 
a pour limite S également ; donc enfin, de quelque ma- 
nière que croisse l'entier m, S^ a une limite -, donc enfin 
la série proposée est convergente. 

Ce théorème est fréquemment employé dans la théoi^ie 
des suites infinies. 

53. Théorème IV. — Quand une série à termes positifs 
a ses termes respectivement plus petits que ceux d'une autre 
série également à termes positifs^ et de plus convergente, la 
première série est aussi convergente. 

Soit, en effet, 

( l) cV =rr Wo -f- tt, H- «2 -f- . . . -+- Un -}-... 

la série convergente donnée (on représente ordinairement 
une série convergente en séparant la somme d'nn certain 
nombre de termes de sa valeur par le signe =, on sup- 
prime le mot lini)^ et 

(-2 ) <^o + f'i + ^2 ■+■ . . • -4- ^« H- . . . 

la série proposée. Soit 5„ la somme des n premiers termes 
de la série (i), /„ la somme des n premiers termes de la 
série (2) • comme (^0 <C '^o^ ^1 <^ ^'15 • ■ • ? ^n <C! ^«v ^^ ^ 
évidemment 

donc à fortiori 

Or, n croissant, t,, croit, mais t^ reste constamment infé- 
rieur à s 5 donc, en vertu d'un principe sur les limites, /„ 
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a une limite^ donc la série (2) est convergente. Ce qu'il 
fallait démontrer, 

S4. Théorème V. — Une série à termes positifs etnèga- 
tifs est convergente lorsque la série des valeurs absolues de 
ses terfïtes est convergente. 

En effet, considérons à part les séries des termes posi- 
tifs et des termes négatifs pris dans l'ordre dans lequel ils 
se succèdent dans la série proposée. 

Soit 

( 1 ) ÛQ-\- a^ -h a.^-h . . . -h ai -\- . . . 

la série des termes positifs, et 

(2) éoH-^, H- . ..-f- bk-\~.,\ 

celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue* 

Soit Xi la somme des ^ premiers termes de la série (1), 
fi la somme des h premiers termes de la série (2), et s,^ 
la somme des n premiers termes de la série proposée. 
Nous pouvons toujours supposer que «o, aj,..., a, soient 
les termes positifs de s,^ et ft^, Z>i, . . . , &7, les termes néga- 
tifs ^ alors on a^, en appelant /„ la somme des n premiers 
termes de la série proposée rendus positifs, 

(3) s\^^.xi-^y,,, 

(4) Sn = Xi — Jk. 

L'équation (3) montre que s\, est plus grand que >r, et que 
ji,\ donc à fortiori la limite de /„, qui par hypothèse 
existe, est supérieure à Xi et à yi. Or Xi et y^^ sont des 
nombres croissant avec i et Te, mais constamment infé- 
rieurs à la limite de 5J, -, donc ils ont une limite chacun ; 
donc les séries (i) et (2) sont convergentes. L'équation (4) 
montre que s^ a une limite égale à la différence des 
limites de Xi et f/,, c'est-à-dire que la série proposée est 

6 
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convergente et a une valeur égale à la différence des va- 
leurs des séries de ses termes positifs et de ses termes né- 
gatifs. 

55. Théorème VI. — Quand une série ne perd pas sa 
convergence lorsque Von rend tous ses termes positifs^ on 
peuty sans altérer sa valeur ^ intervertir V ordre de ses termes. 

En effet, considérons d'abord une série convergente à 
termes positifs, 

( I ) s Z= Uq -\- Ui -h U2 -\- ^ . . -\- U,n -\- . . . . 

Intervertissons l'ordre de ses termes, et soit 



la nouvelle série obtenue après ce changement. Soit s[, la 
somme des 71 premiers termes de la série (2)^ 5,„ la somme 
des m premiers termes de la série proposée; on pourra 
toujours choisir m de telle sorte que tous les termes de 5',, 
soient contenus dans les m premiers termes de la série (i). 
On aura alors 

s,,<s,n et /„<lim5;;, ou <;.s-. 

Nous voyons par là : 

1^ Que la série (2) est convergente, puisque s[, croit 
avec 71 sans dépasser s 5 

2^ Que la valeur 5' = lim/^de la série (2) ne saurait 
surpasser s. Or, on démontrerait de la même manière que 
la valeur s de la série (i) ne saurait surpasser s^ ] donc on 
doit avoir 



donc la série (i) n'a pas changé de valeur. Ce qu'il fallait 
démontrer. 
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Supposons actuellement la série 

(f) s = Uo -h Ui -]- U2-h' ' --h Un -\--. , ' , 

à termes quelconques. 
Soient 

( 3 ) riQ -\- ai -\- a^ -h . . . -\- ai -\- . ' . 

la série de ses ternies positifs, pris dans le même ordre 
que dans la série (i)', 

(4) b,~\- bi-\-. ..-h hk-h 

la série de ses termes négatifs également pris dans 
l'ordre où ils se trouvent dans l'équation (i). Supposons 
que la série (i) conserve sa convergence quand on rend 
ses termes positifs. Les séries (3) et (4) sont conver- 
gentes (54), et si X etj désignent les valeurs respectives 
de ces séries, on a 

(5) s — x—y. 

Cela posé, changeons Tordre des ternies de ]a série (i); 
la série de ses termes positifs sera encore la série (3), à 
Tordre des termes près. Or, cette série est à termes posi- 
tifs; donc elle conserve sa valeur. Même observation pour 
la série des termes négatifs, et pour la série des valeurs 
absolues des termes de la série (i). Il en résulte, d'après le 
théorème IV, que la valeur de la série (i) transformée est 
encore x— j] donc la série (i) ne change pas de valeur 
quand on change Tordre de ses termes. Ce c[u'il fallait 
démontrer. 

Remarque, — Toute cette démonstration repose sur 
l'égalité (5) ; lors donc que x ouy n'existeront pas, c'est- 
à-dire quand la série proposée ne jouira pas de la pro- 
priété suivante : d'avoir les séries de ses termes positifs 
et négatifs convergentes, la démonstration précédente 

6. 
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tombera eu défaut. Il est facile, du reste, de donner un 
exemple dans lequel on voit une série changer de valeur 
quand on change l'ordre de ses termes. 

Considérons, par exemple, la série convergente 

[voir u^ 3) 

, , I I I I I , r T , 

r h- — 7-4-P+. . .nz-qz — — zl: 

^ ^ I 2 3 4 ^ /^^^72-f-I 

Remarquons que la série des valeurs absolues de ses 
termes est identique avec la série harmonique qui est 
divergente. 
Posons 

et considérons la série 
,111111 I I I 

(2) 



I 3 2 5 7 4 * 4^^ — I /{ri-\-i 



ï 



Arrêtons-nous au terme — ; cette série, comme on voit, 

renferme les mêmes termes que la série proposée 5 leur 
ordre est différent, et l'on prend d'abord deux termes po- 
sitifs, puis un terme négatif, puis deux termes positifs, 
puis un terme négatif, etc. -, nous am^ons 



(3) 



! 1 T I I 

3 3 qn — i q.n -{- i in 



2/2 -f- I 2/2-4-3 ' * /'[.n -{- l 

La quantité qui suit f{n) composée de n termes est évi- 
demment plus fifrande que n X 7 ou que On 

^ ^ ^ Lin ~h 1 ' , I 

4 + - 

n 
a dpnc 

- H-^-f-...-f-7 h 7 ^ >/(^ + 

» < /l *■> „^ T /l II _L_ T O »J -^ ^ ' 



I 3 4^' — I 4^^"+"^ 2/2 ^ ^ . \ 

n 
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Si nous supposons que n devienne infini, le premier 
membre de cette inégalité ou la valeur de la série (2) 
difïérera de lim/(^) ou de la valeur de la série (i) de 

plus de -7: donc évidemment la série (2) a une valeur 

toute différente de la série (i). 

56. Jusqu'ici nous n'avons guère parlé que de séries à 
termes réels : mais on fait un fréquent usage en analyse 
de séries à termes imaginaires. 

Une série à termes imaginaires peut se mettre sous la 
forme 

i (mO-4-('oV/— + («l + ^lV'— l) "+-(^^2-l-t'2V/— +• • • 

Cette série sera convergente si les deux séries 

(2) ih 4- «, H- «2 -H • • . -+- î^„ -t- . . . , 

(3) ('0-4- (', -f- (^2 -4-' . .-+-^^i -H. • .? 

formées des parties réelles et des coefficients de y'— a de 
tous ses termes, sont toutes deux convergentes. 

En effet, soit s^ la somme des n premiers termes de la 
série (i), or„ et r,, les sommes des n premiers termes des 
séries (2) et (3), on a 

En passant aux limites et en désignant par c et t les va - 
leurs des séries (2) et (3), on voit que 

lim 5^ — ; c H- T sj — I ; 

donc la série (i) est convergente. Ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

Ptemarque, — Il est clair que si Tune des séries (2) ei 
(3) eût été divergente, la série (i) Teût été pareillement, 
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57. Théorème VIII. — Dans une série à termes imagi- 
naires ^ si la série des modules des différents termes est conver- 
gente ^ on peut j, sans altérer sa convergence ^ intervertir l^ ordre 
de ses termes. 

En effet, considérons la série (i) du numéro précédent. 
Les séries de ses termes réels et des coefficients de y — i 
sont convergentes indépendamment des signes de leurs 
termes, car ceux-ci sont respectivement plus petits que 
ceux de la série des modules qui est à termes positifs. On 
peut donc changer Tordre des termes de ces séries sans en 
altérer la valeur, ce qui revient à dire que Ton peut chan- 
ger l'ordre des termes de la série proposée elle-même. 
Ce qu'il fallait démontrer. 

Des calculs que l'on peut effectuer sur les séries. 

88. Théoriîme t. — Si Ton considère les séries conver- 
gentes 



A = ao-h ai 


H-. . 


. .■+ an-{-. . . 


^—b,~\-b, 


+ . , 


. .-}-^„ + ... 


C = Co + c, 


-f-., 


. . + c„ + , . . 



la série dont le terme général est ?/„ = di. «„ =b &„ ih c„ . . . 
est convergente et a pour valeur dz A dz B ± C . . . . 

En effet, on a 

Si lîon suppose que n augmente indéfiniment, on voit 
que 2\ '^ ^ ^ï^G limite égale à ± A ± B dz G. . . , ce qui 
démontre le théorème énoncé. 

Théorème IL — Si la série 

s z=^ Uq ~\~ Ui ^ . . , ~\~ U,i -f- . . , 
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est convergente et a pour valeur s, 

aii(f-{- aui -h . . ,-h- aUn -+-..» 

sera convergente et aura pour valeur as. 
En effet, 

y (au)z=:a\ a. 

Donc, si n augmente indéfiniment, ^ {au) a une li- 

— -71 

mite égale à a\im.\^ ii ou à as. Ce qu'il fallait dé- 

montrer. 

Théorème III . — Si la série suivante est convergente et à 
termes positif Sy 

5" nr «0 + M, -f- «2 -{- . . . -f- «rt . . . j, 



et si aQ^ a^^ , . . ^ a^ 
que k^ la série 



sont des nombres positifs moindres 



sera convergente. 

En effet, cette série a ses termes respectivement plus 
petits que ceux de la série convergente 

As z= Auq -[- Au^-h ^ . .-h Aun-h . . -5 

qui est aussi à termes positifs. — Il est aisé de voir que 
ce théorème ne peut pas être généralisé. Cependant Abel 
a démontré que le théorème précédent était encore vrai 
pour une série quelconque, si les nombres /^o, a^ ^2,... 
allaient constamment en décroissant; on a en effet dans 
cette hypothèse, en posant 






«^« -H «1 H- . . . + «0 = S„ , 
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les relations suivantes : 

et par conséquent, en portant ces valeurs dans l'équa- 
tion {2), 

t^ =: a^S^ -4- fl, (5, ■— 5o) -h ... 4- û',, [Sn — .?o)? 

ce que l'on peut écrire ainsi : 

Dans cette équation, les coefficients de ^o, 61 5.. . sont 
tous positifs, car «o? ^ir« • • vont en décroissant; mais si B 
désigne une moyenne entre les quantités Sq^ ^^ , . . . . ^„ , 
on aura 

, 4 — Ô[(^o"- ai) -+- {a^—a,)-\-, . .-!-«?„] 
OU 

Or, ;^ augmentant indéfiniment, 9 conserve une valeur 
finie comprise entre celles des quantités Sq^ 5i , . . , , 
.v„, . . ., qui ont le plus grand et le plus petit module. 
Donc f,j conserve une valeur finie 5 donc enfin la série (2) 
est convergente. Ce qu'il fallait démontrer, 

59, Théorème IV. — Si les séries 

(1) ^ z=r: Wj) -+- W| 4- ^2 -f- . . , -f- ;«,i -f- , . , H- . . . 5 

(2) t= P^, -{- f^i -4- (^2 + . . . -1- t^« -1- . * • + . . . j 

sont convergentes, la série dont le terme général est 

est convergente et a pour valeur st dans certains cas que nous 
^ allons examiner. 

1° Supposons d'abord les séries (i) et (2) à termes po- 
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silifs; nous aurons 

Considérons maintenant le produit ^ "'2 ^* "^^ 

terme de ce produit dans lequel la somme des indices est 
la plus élevée est 2m. Si donc 2m est moindre que ^ -}- i, 

ou si m est le plus grand entier contenu dans 9 tous 

les termes de ^^ "-51 ^ ^^ trouvent compris dans >^ w. 
On a donc 

Or, en vertu de l'égalité (3), 

Mais si Ton suppose que mein augmentent indéfiniment, 
'Vii.'V P'et^ ^'Z\ ^ tendront tous deux vers st, 

n 

Alors 2 w, qui reste compris constamment entre ces 

deux produits, tendra aussi vers cette limite. Le théorème 
qui nous occupe est donc démontré pour le cas où les 
séries (i) et (2) sont à termes positifs. 

2^ Supposons que les mêmes séries ne perdent pas leur 
convergence quand on rend leurs termes positifs. Consi- 
dérons d'abord les termes des séries (i) et (2) en valeur 

absolue. Tout ce qui dans l'égalité (3) suit X ^ ^ pour 
limite zéro, car 51 '^'i ^ ^^ 51 ^^' ^^^^ môme limite, 
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d'après ce que nous venons de voir tout à l'heure. Il eu 
sera encore de même à fortiori quand on aura rendu aux 
termes des séries (i) et (2) leurs signes respectifs. Par 
conséquent, si dans l'égalité (3) nous supposons que ii 
augmente indéfiniment, alors il vient, en passant aux 
limites, 



St: 



lim ^ w, 



ce qui démontre que le théorème est encore applicable 
dans le cas où les séries ne perdent pas leur convergence 
quand on rend leurs termes respectifs. 

3*^ Considérons enfin le cas où les séries (i) et (2) se- 
raient à termes imaginaires» Nous supposerons les séries 
des modules de leurs termes convergentes, et nous pose- 
rons en général 

Un = Pn (cosa„ + sj — I sin a„), 
Vn :=. qn (cosp„ ~\- sj — I sin p„). 

Alors^ en vertu de ce que nous avons examiné dans le 
premier cas, la différence 

n n «'>'* 

aura pour limite zéro 5 il en sera de même à fortiori de la 
quantité 

pi (cosai -4-^/— I sina()x ^„ (cosa„ -H y — i sina„) 

+ /?2(cosa2 + v/— I sin as) [^„_i(cosa„_i\/— i sina„_,) -4--..J 



qui n'est autre chose que WiP'g^- z/2 (^'n-i + ^'n) -h. . . • 
L'ëgalité (3), en passant aux limites, fournira donc 
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encore 

». 
st z=z lim 2\ ^î 

et le théorème est encore vrai dans ce dernier cas. 

60. Toute progression géométrique décroissante est une 
série convergente. 

En effet, soit la progression 

T « I ax : ax^ : aœ^ t » . . I cix'^ ', ... ; 

la somme des n premiers termes est 

1—0?" / 1 ;r" \ 

l — X \l — X I — X J 

Si X est plus petit que r, le terme tend vers zéro 

quand n augmente indéfiniment, et par conséquent la 
somme des n premiers termes de la progression a pour 

limite : c'est donc une série convergente. 

I — X ^ 

Dans le cas où x serait égal à i ou plus grand que i, il 
est clair que la progression serait une série divergente. 

61. Si Von a deux séries à termes positifs^ Vune conver- 
gente^ 

et Vautre^ 

(2) ^o+<^i-i-. .. + ^n+ ^«+1+..., 

telle^ que le rapport d'un terme au précédent^ -~? soit con- 

stamment inférieur au rapport correspondant -^^ dans la 
première, cette dernière est convergente. 
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En effet, la série (i) étant convergente, la suivante le 
sera aussi : 

/ . ^" , h, b, h, 

^0 H «I H ^2 H- . • . H f^n H <^«-hi -f- . . . , 

ce que Ton peut aussi écrire 

(3) hç,-^ h, 1- ^0 h. . .+ ^0 • !-.••• 

On voit alors que la série (2) peut se mettre sous la 
forme 

/''oH- t>o 7- -f- i^oT-'r- +. . .+ ^0 7 ■'-, • . .7- -4-. . ~; 

or cette série a, en vertu de notre hypothèse, ses termes 
respectivement moindres que ceux de la série (3), qui 
est convergente; donc la série (2) est elle-même conver- 
gente. Ci Q. F. D. 

62. Il est facile de déduire de là le théorème suivant : 

Théorème. — Si^ dans une série, le module du rapport 
d'un terme au précèdent finit par rester moindre que a <^ ly 
cette série est convergente. 

En effet, considérons la série 

(i ) «0 -T- ?^, . . . H- Un + if',i-+-\ ■ • • ; 

soit 

la série des modules de ses termes : si celte série est con- 
vergente, la précédente le sera aussi. Or, supposer 

< «; < ^-j - . . , 

cela revient à supposer le rapport d'un terme au précé- 
dent moindre que le rapport correspondant dans une pro- 
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gressiou géométrique décroissante dont la raison serait a -, 
donc la série (2), et par suite (i)^ sont convergentes. 

63. La série 
, - I I I II 

(l -7-l--7-|--;r7H-...-l--7H- 7 -. + • • . 

^ ' i^' 1^ ■ 3^ n!' [n -4- ij^ 

est convergente ou diveî^gente selon que k est plus grand ou 
plus petit que i. 

En effet, supposons d'abord k plus grand que i , la série 
précédente peut s'écrire, en groupant les termes, ce qui 
n'altère pas la convergence ou la divergence de la série, 
puisqu'elle a ses termes positifs (10), de la manière sui- 
vante : 



I I . / I I 

I I 



f 



Si Ton suppose k^i^ le terme général de la nouvelle 
série est moindre que -^. répété 2" fois, c'est-à-dire moin- 
dre que — T?— rr; les termes de cette série sont donc moin- 
dres que ceux de la progression géométrique décroissante 
II I 

elle est par conséquent convergente (16). 

Si au contraire A:<^i, alors la série (2) a ses termes 
plus grands respectivement que ceux de la série harmo- 
nique*, elle est donc divergente dans ce cas. 

Corollaire. — - Dans la série (i) le rapport d'un terme 
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au précédent est de k forme 




[n H- if * n'' 

si k est plus grand que i . 

Cette quantité est évidemment moindre que Si 



I H- -^ 
n 



donc y dans une série , le rapport d'un terme au précédent peut 
se mettre sous la forme 5 et si n a tend vers une limite k 

' I + a 

plus grande que i, cette série sera convergente. 

Formule fondamentale, 
64. Reprenons la formule du n^ 46, 

dans laquelle le résidu est pris à l'intérieur d'une aire A 
pour laquelle c9(-s) elf[z) i^estent synectiques, et dans 
laquelle cfi, a^,^,,, sont les zéros de ç(^)', pi, p^,,,, 
leur ordre de multiplicité; jS^, (Sa, ... les infinis de (p [z) • 
^1, ^25» • • leur ordre de multiplicité. 

Lorsque dans Taire A il y aura une infinité de zéros ou 
d'infinis de ^ [z],, le second membre de l'équation (i) 
deviendra une série que l'équation (i) pourra servir à 
sommer. Mais avant de faire u§age de cette formule, il 
faut examiner les conditions de son emploi. 

Traçons d'abord un contour a ne contenant qu'un 
nombre limité de zéros et d'infinis de la fonction y, on 
pourra à ce contour appliquer la formule (i)-, si nous 
déformons ensuite ce contour peu à peu, de manière à le 
faire coïncider avec le contour A, ou de manière à lui 
donner des dimensions illimitées, les deux membres de 
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réquatioii (i) ne cesseront pas d'être égaux, mais ils ten- 
dront tous detix vers des limites différen les avec la ma- 
nière dont on déformera le contour a. 

Il faudra donc avoir soin d'écrire dans le second membre 
de Téqualion les différents termes, dans l'ordre dans lequel 
ils viennent s'ajouter, à mesure que Ton fait croître le con- 
tour a\ et, en effet, on sait qu'une série peut changer de 
valeur quand on intervertit Tordre de ses termes. 

Application de la formule (i) à la sommation des suites 
infinies. 

65. Considérons une série de la forme 

/(l) +/(.2) +/(3) +. . . +/(«)+.. . . 

Si celte série est convergente, on voit immédiatement que 
cp [z] désignant Fune des fonctions 



siUTzZy cossttz — I, e 



27i:z\J—i ^ 

1, . . . , 



et f{z) étant supposée synectique dans le voisinage de 
l'axe des x positifs, on aura 

le résidu devant être pris à l'intérieur d'un contour enve- 
loppant l'axe des x positifs sans passer par Torigine. Si 
l'on avait en général 

on pourrait écrire 
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le résidu cette fois étant relatif à un contour inlîni enve- 
loppant l'axe des x dans toute son étendue. 

Si l'on suppose cp(^) égal à e^^^^~"^ — i^ 'la for- 
mule (2) donne 

Si Ton observe que ^'^^^^""^ se réduit à i pour 

zzzzo, rhi, ±:2, ±3,. . ., 
cette formule pourra s'écrire 

co 



66. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trouver 
la valeur de la série 

II I 

dans laquelle s est un nombre entier et positif^ on aura 



y- = / - 



2Tr V — I 



le résidu devant être pris à l'intérieur d'une aire conte-^ 
nant l'axe des a: positifs et pas les points o, — i, — 2,...^ 
mais ce résidu se réduit à la moitié de sa valeur princi- 
pale (car la quantité sous le signe ^ ne change pas 

quand on change z en — z et ne devient infinie que pour 
^ =±= o, ±1, zb 2, . . .), valeur principale dont il faudra 
retrancher le résidu relatif au point zéro. Mais la valeur 
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principale de ce résidu est nulle; il reste donc 



Zàn^^~~ ^ ^ ^\Ws^'27^zsJ--i_^ 



V^ITT 



.2.3. . .1S dz'^ y\^^2.7:ss/'- 

On aurait trouvé de la même manière 

^-l I T TT d'' 



in' 



2 I . 2 . 3 ... 2 5 dz^^ \ sin TT z 



en se servant de la fonction simzz comme on s'est servi 

dee^^^^""i. 

Remarque, — Il est souvent difficile de déterminer la 
valeur d'un résidu servant à sommer une série; mais, en 
le transformant convenablement en intégrales définies, 
on pourra s'assurer si sa valeur est déterminée etfinie^ 
ce qui permettra au moins de vérifier la convergence 
de la série que Ton s'était proposé de sommer. 

Sur la continuité des séries, 

67. Théorème I. — Si(^i{z)^ (^^[z]^,,. représentent 
des fonctions finies et continues le long du contour de longueur 
finie Zq Zi'^ si de plus la série 

(l) /(z)rr:(p,(2;) ■4-(p,(r;)+...-{-<ï)„(z) -4-.... 

reste convergente et représente une fonction continue 
de z sur le même contour, on aura 

n^i /i^i r^z^ 

j /(z)dz=z j (f^(z)dZ-]~ l f,{z)dz-i-, , . . 
*/2r. Jz, Jz„ 
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En effet, soit R le reste de la sème (;i) ; on a 

n = Il 

^) f '/(2) ''^ = 2 \ ''^" (^) ^^ + f ' ^^^2 • 



Soit p le module maximum de R le long du contour d'iiî- 
iégration^ nous aurons, en appelant da le module de dz^ 






ou 

a désignant dans celte formule l'arc de contour ^^ z^^ 
or a ^st fini par hypothèse, fx a pour limite zéro quand 

/i r-= 00 , donc (jLcr et pai" suite 1 R/Zz tend y ers zéro 

quand n augmente indéfiniment. En passant alors aux 
limites, Féquation (2) donne 



/2==C!0, 



jy{z)dz=^ j\„(z)dz. 



C. Q. F. D. 



68. Nous avQns snppos.é le contour; Zq, Zi ou o^ fini 5 
supposons-lui actuellement une longueur infinie, mais 
supposons les fonctions /' ( 2 ) , cr;^ ( s ) ^ op^ ( ^ ) , . . . , finies le 
long de ce contour ^ posons 

Il viendra 

r\f.(z)dx= f '/(^)^'(x)cLv, 
Jz, Jx, 
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., eii venu Je la Ibimule (i), 



(^)..Of(.r)^x, 



lOUi 

prëc 



)pésoaas la fonction t|; choisie de telle sorte que le con- 
•: X(oa:,i reste fini et que ^'(^) reste finie, réquationi 
lédena^ donnera 



c'est- à-Hîîire., en vertu du théorème précédent, 



f[z)dz^ 



2/' 



(i^[z)dz. 



Ainsi 
un cont( 
le long c 
finis, et ( 
transfort 
finie, la 
première 

Quelqu 
cesse d'ètr 

(3) 

est encore t 
encore / j 



'nous pourrons encore appliquer le théorème I à 

our d'intégration de lon^gueur infinie, pourvu que 

le ce contour les termes de la série (i) restent 

:[u'il soit possible, en changeant de variable, de 

aer la premier contour en un autre de longueur 

dérivée dé l'ancienne variable par rapport à la 

restant finie le long du nouveau contour. 

es géomètres prétendent que lorsque la série (i) 

e convergente au point Zi^ maïs que la sérié 



I <p,(z)<^2; H- I r^2{z) dz -{- , . 



convergente en ce point, cette série représente 
^i^z^dz 5 en etfet^ disent-ils, régalite 



r\f{^dz.=^^^\[z)dz, 
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ayant lieu quand à z^ on substitue une valeur .s inî^ermé- 
diaire entre Zq et z^ , aura encore lieu à la limite pour 
z := Zi, Pour que ce raisonnement fût exact, il faudrait 
qu'au point ^i la série (3) représentât une fonction con- 
tinue : c'est ce qui est loin d'être démontré. 

69: Théorè:me IL — Si les fonctions cpi (x), ©g (^c),. . . 
restent synectiques à V intérieur de Vaire (A) *, si à V intérieur 
de la même aire la série 



reste convergente et représente une fonction synectiquCy on 
aiir a 

En effet, changeons dans l'équation (i) x en z^ multi- 
plions par -— T r^ les deux membres., enfin in- 



27r V — I 



tégrons le long d'un contour fermé contenant le point x, 
et contenu dans Taire (A) 5 il vient, en vertu du théorème 
précédent^ 

L_ Ç /(^) dz^ ^_ Ç ^'^'^ dz 1 .. . 

Or, si l'on remarque que, en général, 

l'équation précédente fournit précisément l'équation (2). 
Nous avons, dans la démonstration précédente, sup- 
posé le point X intérieur au contour (A), afin de pouvoir 
décrire autour du point en question un contour le long 
duquel les fonctions jf et (fi, Çs, • • • restent synectiques; 
aussi ne faut-il point s'étonner si Ton voit le théorème 
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lo/mber en défaut lorsque x se trouve sur le contour (A) 
lui-même. 

70. Lemme I. -- Supposons la série 

Convergente pour toutes les valeurs de x comprises dans 
l'aire (A)^ et les fondions (pi^ ©2^ • • •;» synectiques à Vinté- 
rieur de la même aire, Si^ en décrivant dans cette aire un 
petit cercle de rayon fixe^ si petit que Von voudra du reste; 
autour du point x comme centre^ les modules maximum 
|;.i^ fjLg, . . . , c?e Çi, cf2? • • • à V intérieur de ce cercle forment 
une série convergente^ la série (i) représentera une fonction 
synectique à V intérieur de Faire (A). 

En effet, soit f(x) la valeur de la série (i), A un ac- 
croissement infiniment petit donné à x^ on aura 

h étant bien entendu supposé assez voisin de zéro pour 
que le point x 4- /z soit intérieur k Taire (A). Uéquation 
précédente peut s'écrire ainsi qu'il suit, en observant que 
les fonctions cfi, cfg, . . .sont synectiques. 



ou bien 






'^} 



.{.) 



(K^- 



à)(z-a:})) 



Avec un rayon suffisamment petit et du point x comme 
centre, décrivons un cercle, prenons h assez voisin de zéro 
pour que x -\- h soit contenu dans ce cercle ; nous pour- 
rons dans l'équation (2) remplacer le signe X par une 
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intégrale prise le long de ce cercle^ et l'on aitray en appe- 
lant r son rayon, 

,3)/,,.-.»,-/,„i = f „2 f "'ti:^^'* 

Soit actuellement 5 la plus courte distance du point x -i-^k 
à la circonférence le long de laquelle on intègre, fx le rno^ 
dule maximum de f{z). Sur cette circonférence nqu^s 
aurons 






f^ 



L'équation (3) donne alors 

mod/[/(\r H- 7i) — /(.r)] < mod. -^ ^ p 

(car, en vertu de notre hypothèse, ^fx est une série con- 
vergente). Or, 2/>^ est fixe, d ne peut que croître quand h 

tend vers ztéro, donc Je module de f[x-h h) — f{^) ^ 
pour limite zéro. Donc enfin/* (x) est une fonction con- 
tinue de X. c. Q. F. D. 

En second lieu, il est bien clair que la fonction f{x) 
ne peut avoir qu'une seule valeur pour utie même valeur 
de j:^ donc elle est monodrome, et, en vertu de la conver- 
gence de la série (i) finie, il reste à faire voir qu'elle est 
monogène. 

A cet effet, divisons les deux membres de Téquation (2) 
par h et développons le second membre*, il vient 



(4) ^ 



f{x + h)-f{x) 



-%Lj^.^^l 



((2_^))>((,_,^_/,))_ 
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Mais la série dont le terme firénéral est X ,, ^ est con-- 

vergente 5 en effet, on a 

d'où l'on voit que 

mod.f -^^^^ -<-i- f^tM ou <^. 



Or, la série dont le terme général est — est convergente \ 
cette série étant à termes positifs, la série dont le terme 
général est ^ ■ ^ [ ^^ Test aussi -, enfin, répétant le 
même raisonnement sur la série dont le terme général est 

on verrait que les modules de ses termes sont moindres 
respectivement que ^5 —.^ • • • ? ^ j • • • ? que par consé- 
quent cette série est convergente, et que le module de sa 
valeur est moindre que 

Or, quand h tend vers zéro, cette quantité ne croit pas 
indéfiniment, puisque le seul facteur variable â tend 
vers r. On peut donc écrire 

X étant une quantité dont le module reste inférieur à une 
quantité finie quand h tend vers zéro. L'équation (4) peut 
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alors se mettre sous la forme 

f{x-^h)~f(œ) __ ^ p y(z) 

h ZàL^ [[z — œ]) 

c'est-à-dire, en faisant converger /z vers zéro, 



\h, 



Cette équation ayant lieu de quelque manière que h 
tende vers zéro, on en conclut que/(x) est une fonction 
monogène et par suite synectique dans Taire (A). 

c. Q. F. D. 

71. Lemme II. — Supposons que x variant à V intérieur 
du contour [A.) , la série 

(i) (^,(^)H-<p2(^).-4-.. .(p„(^) -h.. . 

soit convergente et que les différents termes soient des fonc- 
tions synectiques, la série 

<^i(.x)sm^i'nr{t — i) ^jf-^ ) sin^^Tr (^ — 2) 

^^' [27:[t — i)y ' [27:{û~-2)Y ^':" 

sera convergente pour toutes les valeurs de t ,• de plus, les 
modules maximum de ses différents termes^ quand x et t 
varieront à l'intérieur de cercles suffisamment petits^ sera 
elle-même convergente. 

En effet, la série 



est convergente pour toutes les valeurs de t différentes 
de 1 , 2, 3, . . . , w, . . . . Pour le prouver, supposons le mo- 
dule de t compris entre n et tz -f-i? et traçons un petit 
cercle à l'intérieur duquel / reste compris, mais ne conte- 
nant p^s l'un des points i, 2, 3,. . ., 7?,. . , . Soitp le 
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module maximum de -r dans ce cercle, p un entier quel- 
conque, on aura en valeur absolue 

mod, [t — p)^p — P- 

Les modules des termes de la série (3) sont donc respec- 
tivement inférieurs aux termes de la série 

(4) 77-^ + r:-^+"- + 



Or, cette série est convergente comme ayant ses termes 
respectivement inférieurs à ceux de la série 



(n — lY (n — 2)^ 

que l'on sait être convergente^ donc la série (3) est con- 
vergente, et de plus on voit que la série des modules 
maximum de ses différents termes, lorsque t varie à l'in- 
térieur d'un cercle ne contenant pas les points i, 2, . . . , 
Tz,..., reste toujours convergente. Cette série est la 
série (4), du moins au premier terme près ("^ ) . 

^ , , 1 . T mod. sin^2.7rf , r • j 
Cela pose, multiplions par — r^ la série des 

modules maximum des termes de la série (3)5 on obtien- 
dra une nouvelle série (S) qui sera convergente; enfin p^, 
fXg,.^ ., désignant les modules maximum de Çi, Çg,. . .^ 
<p„, . . . , à l'intérieur de l'aire (A), ces nombres ne crois- 
sant pas indéfiniment si on les multiplie respectivement 
par chacun des termes de la série (S), on obtiendra une 
nouvelle série convergente. Or, cette nouvelle série a ses 
termes respectivement plus grands, non-seulement que les 



C^) En effet, pour obtenir cette série de modules maximum, il suflit 
de remplacer t par une quantité positive plus grande d'une unité que 

son module, ce qui donne la série (4) plus --' 
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modules des termes de la série (2), mais encore que les 
modules maximum des termes de la même série, quand x 
et t varient, le premier, dans l'aire (A), le second, dans 
un cercle ne contenant pas les points 1, 2, 3, . . . , a2, . . . . 
Donc la série des modules maximum dfes termes de la 
série (2) est convergente. c'. q. f. d. 

Corollaire, — Il résulte de là que la série {2) représente 
une fonction synectique de t dans toute l'étendue du plan, 
excepté pour les points 1,2, 3, . . . , «, . . . , et de x à l'in- 
térieur de Faire (A). 

Nous allons voir qu'aux points 1, 2, 3,..., n, , . . 
eux-mêmes, la série (2) représente encore une fonction 
synectique de t. En effet, considérons la variable t dans 
le voisinage du point w, et faisons abstraction dans la 
série (2) du terme contenant y„( x), tout ce qui vient d'être 
dit pour la série (2) sera applicable à cette nouvelle série 
dans le voisinage du point n. Elle représentera donc une 
fonction synectique de t en ce point. Si l'on vient main- 
tenant à lui ajouter le terme 

. . sin^2 7r (^ — n) 



qui est une fonction synectique de t au point n^ la somme, 
c'est-à-dire la série (2) elle-même, sera encore une fonc- 
tion synectique de t. c. Q. F. D. 

72. Théop.ème m. -r- Supposons que, x variant d l'inté- 
rieur de Vaire (A), ©1 [x], cfg [x], . . . restent synectiques, et 
la série 

(i) /(^) ir=(p,(jr) -+-y2(^)-4-. * '-^^n{x] -{-. . . 

convergente : sa somme/ [x) représentera une fonction synec- 
tique de X. 
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En effet, considérons la série dont le terme général est 



[27r(/-/2)p 



Cette série, dont nous désignerons la valeur par tp (jr,f)y 
représente une fonction synectique de x dans Taire (A) et 
une fonction synectique de t dans toute l'étendue du 
plan, qui, pour ;f = i, 2, 3, , . . ,n, . . . , se réduit à (j?i (^}, 
^2(^),- . ^^(^n[^)'^* • • • L'équation (i) peut donc s'écrire 

OU, ce qui revient au même (51), 

le résidu devant être pris à l'intérieur d'un contour indé- 
fini enveloppant l'axe des x positifs, abstraction faite de 
l'origine. 

Ce contour pourra être formé de la manière suivante : 
deux parallèles à l'axe des x à des distances vîi et ~ yjo de 
cet axe, et une parallèle à l'axe des jf menée à la distance 
^o*de cet axe, g^ désignant un nombre compris entre o et i . 
La formule [1) pourra alors s'écrire 






2 sin7r(Ço-l->7Y~î): 



_j_ ,. •^{x ,l~n,\l~i)dl. 



-i 



3v/~i sin7r(Ç — yjQ^/— i) 

^ i\l — I sinTT (g H- -/]i\/ — i) 

La première des intégrales qui entrent dans cette for- 
mule est évidemment une fonction synectique de x^ 
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puisque sous le signe | la fonction reste toujours synec- 

tique (25) 5 quant aux deux autres intégrales, leurs 
limites étant infinies, la question est pins difficile à tran- 
cher. Considérons-en une en particulier, la dernière, par 

exemple; faisons abstraction du facteur — — - ? et rem- 

2 sj— 1 

plaçons la fonction ^ par sa valeur, cette intégrale devient 






dl V / N sin^Qi7r(? .-f-TjoV' — i' 



Changeons de variable et posons 



z 



l'expression précédente devient 

^Y -f zsin^2 7rf --{- •/7oV"ï 



/ 



?«(-^)l 



/, sin,7:(i+.o\/^) [27r(l + .„.s/-l-/^..)p 

Cette intégrale, en vertu du théorème (25), repré- 
sente une fonction synectique de x\ en effet, la fonction 

qui entre S.OUS le signe I était synectique par rapport à .r; 

elle ne cesse pas de l'être quand t y est remplacé par 

- H- yîv — I, et qu'elle se trouve divisée par z^ \ la seule 

chose qu'il y ait à craindre, c'est que pour ^ = o elle ne 
devienne infinie. Or^ pour zz=z o, elle se réduit à o. 

Il resterait encore une intégrale à examiner, mais à 
Faide des mêmes raisonnements on arriverait^ à son égard, 
à la même conclusion *, il résulte donc de la formule (3) 
que la fonction f{x) est la somme de trois fonctions 
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synectiques de x dans l'aire (A) \f[x) est donc elle-même 
une fonction syneclique de x, c. q. f, d. 

Résumé. 

73, De tout ce qui précède résulte le tliéorème suivant, 
que j'ai démontré, pour la première fois, dans une thèse 
présentée à la Faculté des Sciences de Nancy : 

Si, X variant à V intérieur d'un contour (A), les fonctions 
?i {^)^ ^2 (^)v '^^stent synectiques^ et la série 

convergente : 

1^ La série (i) aura pour valeur une fonction synectique 
de X dans Vaire (A) 5 

Q.^ La différentielle et V intégrale de cette fonction^ pour 
tous les points intérieurs de Vaire (A), s'obtiendront en diffé^ 
rentiant et en intégrant chaque terme de la série ( i ) , pourvu 
que le contour dHntégration soit fini. 

Nous verrons plus loin (91) que la série convergente 

sin'ijc sin3^ , sin nx 

sm^ 1 K — — . . .it: — rc. . . 

représente une fonction discontinue \ cependant tous ses 
termes sont des fonctions synectiques de x : cela tient à ce 
que cette série n'est pas convergente pour les valeurs 
imaginaires de x. En un mot, elle n'est pas convergente 
pour les points intérieurs à une aire 5 on ne peut donc pas 
lui appliquer notre théorème : du reste, quand on la dîf- 
férentie, elle perd sa convergence. Cet exemple nous 
montre avec quelle prudence il faut agir quand on diffé- 
rentie tous les termes d'une série pour obtenir la différen- 
tielle de sa valeur. 



Hosted by 



Google 



( "o ) 
iEiHfiîi, considérons la série 

x^ JT^ .r' 

- + 3i + 5^ + -;+--- 

convergente quand le point x varie à l'intérieur et sur le 
cercle de rayon i décrit de l'origine comme centre : en la 
diirérentiant dans l'hypothèse x = i, on trouve une série 
divergente. Pourquoi ? C'est parce que l'on a appliqué le 
théorème que nous venons d'énoncer à un point du con- 
Cour, et qu'il n'a lieu que pour les points intérieurs. 

74. CoKOLLAïuE I. — Du théorème que nous venons 
de démontrer on peut tirer deux conséquences impor- 
tantes que nous allons passer en revue : 

Lorsque la série 

(i) f I (.^) -h f 2 G^) -f- . . . -H f « (^ ) 

est convergente pour toutes les valeurs de x situées à V inté- 
rieur d'une aire (A), et que ses termes sont synectiques à 
V intérieur de la même aire^ la limite de la valeur de cette 
série^ quand on fait tendre xvers a situé à V intérieur de 
faire ( A ) , est précisément 

^( [a) -I-, cp2(«) -f-o . .H- çp„(^) -f- 

C'est tout simplement une autre manière de dire que 

la série (i) représente une fonction continue. 

j 

Lorsque l'on Tcut trouver la limite de (i -4- ax)% on 
peut faire usage de ce théorème, et la démonsiralion se 
simplifie beaucoup 5 ainsi on a 
i 

I -hax)^=: i -\- x ~\- ^ ' -}-,..,, 

^ ^ 1.1 



(ï — a) (i — 2a)...(i — n — } a) 



î . 2 . O. 
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Les deux membres de cette équation sont égaux, quel que 
soit a ; leurs limites sont donc égales -, mais les différents 
termes du second membre sont des fonctions synectiques 
de a dans le voisinage du point zéro*, on aura donc sa 
limite en faisant a = o, ce qui donne 



lim (ï -f- axY : 



I H- ^ -4- 



-...-4- 



1.2 \ .1. . .n 

Le même raisonnement conduit à l'équation 



lim 



^^— l): 



[x 



3 



75. CoROiLLAiRE M. — *S^ le produit continu 



(I 



7nAx\vj2[x). . .x:sn[^) 



est convergent pour toutes les valeurs de x comprises à V in- 
térieur d'un contour [A.)^ si pou^r les mêmes valeurs de x 
les fonctions m^^ ^725... restent synectiques ^ le produit en 
question représentera une fonction synectique à V intérieur 

de V aire [A). 

En effet, si nous désignons par jf (.r) la valeur du pro- 
duit continu (i), nous aurons 

l/{x) :=::^ IzJi {x) -+- 4^2 (^} -^ ... . H- Iz^n^x) -+-. . . *. 

Si au point x aucune des fonctions r^i, îiîa, .. ^ ne s'a?nnule, 
leurs logarithmes seront en ce point des fonctions synee- 
tiques, et,, par suite, //(a:) et /(a:) seront des fonctions, 
synectiques de x égalenaent. 

Séries ordonnées par rapport aux puissances croissantes 
d'u/ne même lettre, 

76. Théorème I. — Si la série 

il): ^^'^ ci^ X -h a. x'^ --h ... -4- a^ x'^ H- . . . , 



Hosted by 



Google 



( ''2 ) 

dans laquelle a^, «j,... sont indépendants de x, est conver- 
gente pour le module R de x^ elle Vest encore pour tout 
module moindre. 

En effet, si la série (i) est convergente pour le module 
Rde X, ses termes tendent vers zéro, et; par suite> ont tous 
des modules inférieurs à un nombre déterminé. Soit alors 
^ une valeur de x ayant un module moindre que R. La 
série 

^5' 



(^) ^-^R ' \RJ VR 

sera convergente, ainsi que la série formée des modules de 
ses termes ; si donc on multiplie ses termes respectivement 
par Uq, ai R^ agR^,..., la série ainsi obtenue, 

^0 -H ^'i ? + ^2 ?' -H . . . + «« ?" H- . . . , 

quand on réduira ses termes à leurs modules, sera formée 
des modules des termes de la série (2) multipliés respecti- 
vement par les modules de a^, «iR,..., â5„R", qui ne 
croissent pas indéfiniment, elle sera donc convergente. 

c. Q. F. D. 

On démontrerait d'une manière analogue que si la 
série (i) est divergente pour le module R de x, elle Test 
encore pour tout module de x plus grand que R. 

77. Corollaire. — Il résulte de là que la série (i) est' 
convergente pour toutes les valeurs du module de x infé- 
rieures à un certain nombre R, en d'autres termes pour 
toutes les valeurs de x comprises à l'intérieur d'un cercle 
de rayon R décrit de l'origine comme centre. 

Ce cercle a été appelé par Cauchy cercle de convergence 
de la série ^ son rayon porte le nom de rayon de convergence. 

Théorème II. — Il résulte de là et du théorème (73) 
que la série (1) représente Une fonction synectique à Vinté- 
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riem^ de son cercle de convergence. Caucliy a démontré celle 
proposition direclement. ' 

78. Thèoeème III. — - Si les deux séries 

( I ) /7o -{- «J, j: + (72 «^2 -i- . . , -f- a^x" + . . . ) 
(2) ^oH-^i^+ <^2.^' +...H- ^„^"-f- 

sont égales le long d''un certain contour^ si petit que Von 
voudra du reste, elles sont encore égales pourx===o^ et^ par 
conséquent^ on aura en général a^^^^h^. 

En effet, ces deux séries représentent deux fonctions 
synecliques à l'intérieur de leur cercle de convergence: 
or deux fonctions synecliques égales dans une portion 
finie quelconque du plan sont constamment égales (34); 
donc l'égalité des deux séries a encore lieu pour xz=io. 
Cela posé, si on les différentie ii fois toutes deux par la 
règle indiquée (73), et si l'on fait ensuite .x =: o, on 
trouve 

i . 2 . 3 . . . /2<7„ rrr I , 2 . 3 . . . nhn 

OU 

<7„rr: ^„. c. Q. F. D. 

79. Théorème IV. — Une fonction synectique ne peut 
pas être développée de deux manières en série ordonnée sui- 
vant les puissances entières et positives de sa variable. 

D'abord, en vertu du théorème précédent, à Fintérieur 
d'un même contour on ne peut avoir qu'un seul dévelop- 
pement possible -, si l'on en trouvait deux, on pourrait 
égaler les coefficients des mêmes puissances de x^ ce qui 
fournit souvent des relations remarquables et même un 
procédé de démonstration fréquemment usité. Concevons 
alors que l'on ait trouvé deux développements différents, 
mais à l'intérieur de contours différents (A) et (B). Pour 
une fonction quelconque la chose est possible, mais pour 

8 
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une fonction restant synectique dans l'intervalle qui 
sépare les deux contours, elle ne l'est pas : en effet, soit 
(A) le contour contenant les points les plus éloignés de 
Forigine, à l'intérieur de ce contour la fonction et son 
développement sont synectiques^ si donc il y a égalité et 
si la fonction ne cesse pas d'être synectique dans l'inter- 
valle qui sépare les contours (A) et (B), cette égalité sub- 
sistera encore à l'intérieur du contour (B)^ donc les deux 
développements de la fonction sont égaux à l'intérieur du 
contour (B), c'est-à-dire qu'ils se confondent en un seul. 

c. Q. F. D. 

80. CoROLLAinE I. — Des considérations précédentes il ré- 
sulte quCj pour quune fonction soit développahle en série con- 
vergente ordonnée suivant les puissances croissantes entières 
et positives de sa variable, il faut qu'elle soit synectique; 
mais remarquons bien une chose ^ cest qu'il ne faut pas ab- 
solument quelle soit synectique à V intérieur d'un cercle décrit 
de l'origine comme centre. 

CouoLLAiRE IL — Pour qu'une fonction monodrome et 
monogène soit développable en série ordonnée suivant les 
puissances entières et positives de sa variable^ il faut qu^elle 
soit finie ^ c'est-à-dire synectique à V intérieur d^un cercle 
décrit de l'origine comme centre-^ au delà d'un cercle ayant 
son centre à V origine et passant par l'infini le plus rappro- 
ché de r origine j> elle ne sera évidemment plus développable^ 
car son développement cesserait d'être convergent sur la cir- 
conférence de ce cercle^ et par conséquent au delà; enfin, au 
delà^ il ne pourra pas exister un second développement, 
diaprés ce que nous avons vu, 

81. Théorème V. — La fonction est dévelop- 
pable en série ordonnée suivant les puissances croissantes 
de X, à l'intérieur d'un cercle décrit de ^ origine comme centre 
avec un rayon égal au module de z. 
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En effet, on à identiquement 

1 I X ,T? .r" 



Z X z z^ z^ z^[z — x) 

mais si x est intérieur au cercle en question, '— a pour 
limite o quand n tend vers oo \ donc, dans ce cas, 
\ \ X x" 



z 



..... C. Q. t. D. 



82. Théorème VI. — Si la fonction f[x) est synectique à 
r intérieur d'un cercle C décrit de V origine comme centre ^ elle 
est développahle en série ordonnée suivant les puissances 
entières et positives de œ pour tous les points intérieurs à ce 
cercle. 

En effet on a, en supposant le point x intérieur au 
cercle C, 

mais comme la fonction jf{-z) ne devient pas infinie à 
l'intérieur du cercle C, on peut sans inconvénient prendre 
le résidu à Fintérieur de ce cercle 3 alors le module de x 
sera moindre que celui de z ; on pourra donc développer 

la quantité sous le signe X en série, et, en appliquant 

le théorème (73), il vient 

c'est-à-dire 
/(.r) =/(o) + .r/'(o) + -fL/"(o) +...+ -£-f(o) + .... 

Tel est le développement dG^f(x) : on reconnaît la for- 
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mule de Mac-Lauriii, abstraction faite de la forme gêiiaule 
du reste. 

Le beau théorème que nous veuous de démontrer est 
dû à Cauchy : ce n'est pas le fleuron le moins brillant 
de la glorieuse couronne scientifique de ce grand géo- 
mètre. 

Corollaire L - — D'après ce que nous avons vu, le dé- 
veloppement que nous venons de trouver est le seul de 
cette forme ^ par conséquent, toutes les fois que la série de 
Mac-Laurin sera divergente au point x, la fonction /'(x) 
ne sera plus synectique tV l'intérieur d'un cercle décrit de 
l'origine avec ox comme rayon. 

83. Corollaire IL — De la formule de Mac-Laurin on 
conclut celle de Taylor en cbangeant f{x) en f(oc-hh) ; 
on peut donc dire que si la foxicûon f[z) reste synectique 
à l'intérieur d'un cercle décrit du point x comme centre 
avec un rayon R, elle sera développable en série par la 
formule suivante dite de Taylor : 

fi.v + h]=fi.v) + ^ /'(..) + -^/"(x) +. . . 

pour toutes les valeurs de Ii dont le module est moindre 
que R. 

84, Thé03iè:me ^^IL — Les formules de Taylor et de Mac- 
Laurin subsistent encore pour les fonctions de plusieurs 
variables. 

En effet, considérons la fonction /"(Xi, Xg, ^s?-»») 
synectique à l'intérieur des cercles Ci , Câ, . . . décrits de 
l'origine comme centre 5 la fonction de t^ 

sera synectique à l'intérieur d'un cercle décrit de l'ori- 
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gine avec un rayon plus grand que i , toutes les fois que 
Xi, X25. . . seront respectivement contenus dans les cer- 
cles Cip C25 ... 5 et l'on aura symboliquement 

n =zzo 

-«Œ"" I .2.3. , . n 

Les puissances de D devant être remplacées par des in- 
dices de différentialion, et les différentiations effectuées, 
on devra faire x^t = 0^ Xgî = o, . . . ^ si Ton fait alors 
i= I5 on a la formule de Mac-Laurin, 

Wr=QO 

^MW I . 2 . * . 72 

«= 1 

démontrée pour toutes les valeurs de Xj, 0^25- • -5 înlé- 
rieures respectivement aux cercles C^, Cg,."» 
La formule de Taylor s'en déduit aisément. 

Application des formules précédentes » 

85. Si l'on considère les fonctions e"*, sino:, cosx, ces 
fonctions restent synectiques dans toute Félendue du 
plan : on peut donc leur appliquer pour tous les points 
du plan la formule de Mac-Laurin, et Ton obtient 



1.2 1.2.3 



Sin.27 : 



1.2.3 I .2.3.4.5 

X'^ ^^ 

1.2 1.2.34 



Les fonctions /(i-hx), (i + o:)'" sont synectiques à 
Fintérieur de cercles ayant pour rayon l'unité et pour 
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centre l'origine : elles sont donc, à rintérieur de ces 
cercles, développables par la formule de Mac-Laurin qui 
donne 

lil-hx) =:X -f--- — ... ., 

m (m — I ) mini — i ) (m — 2) ^ 

^ 1.2 1,2.3 

Ix n'est pas synectique autour de Forigine, c'est pour 
cela que l'on n^ doit pas espérer pouvoir lui appliquer la 
formule de Mac-Laurin. 

La grande difficulté pour l'application de la formule de 
Mac-Laurin consiste dans la formation des dérivées suc- 
cessives de la fonction que l'on veut développer : celle 
formation est souvent difficile. Nous verrons plus loin 
comment on peut former celles de la tangente, de la co- 
tangente, de la sécante et de la cosécante. 

86. Il y a un cas dans lequel le calcul des divers coef- 
ficients de la formule de MacrLaurin devient facile, c'est 
celui où la fonction satisfait à une équation différentielle 
dont les deux membres sont entiers par rapport à la fonc- 
tion, ses dérivées et la variable. 

Considérons en premier lieu la fonction arc tanga: : 
elle est synectique à l'intérieur d'un cercle de rayon i, 
décrit de l'origine comme centre*, on peut dans cet inter- 
valle lui appliquer la formule de Mac-Laurin, et l'on a, 
en posant 

j z=: arc tang ^, 



I -f- *'^ 



d'où l'on tire 



différentions ri fois les deux niembres en appliquant la 
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formule connue d'Euler sur la différen dation d'un pro- 
duit, il vient 

D"+'j(l -{- .r2) -{- 2/Z.2;D"j -4- 1 ^^^^"~^^ D"-'j i=:i ; 
puis faisons x = o, on a 

^x-^oX H- 2 -^ ^' Dx=:o/ — O, 

et par conséquent 

/ X Pg-- :r O J _ Dx - O r n — I 

^ i.2...(/2-l-i) 1.1.,, n — I n-\-i 

Or, on a 

Dx-3:o/ — I, Bi^o J = o; 

donc, en faisant dans la formule (i) successivement 
n = i\ 2, 3,..., 

7-7 Di=.oj = o, 5 -D^^o/— o,. . ., 



1.2.3.4 1.2.5. ..D 

I 
i .1.6 ^ ô 1.2. ..5 






donc 

arc tang.^' -^.œ — — -f--^ (-.0., 



Si Ton pose 



on en tire 



j zzr arc sinjc, 



Dj: 



y I — x~ 
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et différentiant une fois cette équation, 

— x{i~ œ'f ' Df -f- (i — ,x')"' D'y ■==: G 
ou 

Différentions n fois les deux membres de cette dernière 
équation, il vient 

en faisant x = p, on a 

nSyy = B^-^^y — n[n-~ ï) D"j, 
ou enfin 

Faisant successivement /i = i, 2, 3,.-? et observant que 
pour a: = O5 Dj- est égal à i et Wj égal à o^ on trouve 

Or, la fonction arc sinx est synectique à l'intérieur d'un 
cercle dont le rayon est i et le centre l'origine; on a 
donc à l'intérieur de ce cercle 

I x^ 1.3 x^- 1,3.5 .tP 
arc sm.r = x -i rr -f- 7 -p H 7-7: h . . . . 

1.2 3 1.2.45 1.2. 4. 07 

On trouverait de la inême manière et entre les mêmes 
limites de x 

f I V r a:^ 1.3 x^ 1.3.5 x'' 

■r- i .1 x'' I . 2 . 4 «^^ 
(arc smxy ■=. 1 77 1 t~p -rr H- - . • . 

^ ' \ 1.3 2. 1.0.53 

Proposons-nous maintenant de développer sin/7ix' sui- 
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vant les puîssances de sinx; voyons pour cela entre 
quelles limites sin77?xpeut être envisagé comme fonction 
synectique de sin x. Si Ton pose, pour simplifier, 

sinœ=zt et sinw^zrrj^ 
on a 

(i) j = sin w (arc sin^); 

or, arc sin ^ est synectique quand j^ varie à Pintérieur d'un 
cercle de rayon i décrit de l'origine comme centre, et 
cesse de l'être en dehors de ce cercle ; il en sera de même 
de j^, que l'on pourra par conséquent développer par la 
formule de Mac-Laurin à l'intérieur de ce cercle. 
L'équation (i) donne 

VI — ^ 
ou bien, éliminant entre (i) et (2) la fonction m arc sin^, 

différentions encore, il vient, en divisant par Djr et mul- 
pliant par m^, 

my — tDjr -i- (i— t')I)'x 1= o; 

différentiant n fois cette équation, on a 

m'D'y — /D«+'j — nB"r -i- (i — /^jD^+^y __ 2/?/D"-'-'x 
— n{n — ï ) D" j = o ; 

puis, faisant f =: o et réduisant, il vient 

d'où Ton conclut 

I 1.2.3 1 , 2 , 3 . 4 • 5» 
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( 122 ) 

[sin;r m^ — i^ 
— ïT- sin-^^ 
I 1.2.3 

{m'— ï') (m'.— 3') 



I .2.3.45 
On trouve de la même manière 



sin^ ,v 



cosmos =: { cosm 



7v r ; 



77/^ m^(m^ — Â.) 

- cos^r H ^ / cos'' jc — . 

2 1.2.3.4 



Sin 777.x = \ Sin 771 



m'- — I 

m sm m — \ cos.r- -^ cos^ x 

ï .2.0 

{ ni' — \)[ni '~ o,) 

1.2.3.4-5 

m^[în'^ ■ — 4) 



COS^:»:^ 



2 L 1.2 I .2.0.4 

7T r w2 — I 

— m COS 777 - cosx cos^ 

2L ï.2.3 



•I 



m^ . 7n^-{m'^ — A.) . 

cosmjc:= ï sm^.r H ^ — 7— sm^œ — , , , , 

1.2 1.2,0.4 



Formule de Lagrange. 

87. Nous allons maintenant nous occuper du dévelop- 
pement des fonctions implicites. Nous allons à cet effet 
démontrer une formule remarquable donnée en 1768 
par Lagrange dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, 
Cette formule, à laquelle ont travaillé les plus grands géo- 
mètres de notre siècle, a été démontrée rigoureusement 
pour la première fois par Cauchy dans le tome VIII des 
Mémoires de V Académie des Sciences, 

La formule de Lagrange a pour but de développer en 
série une racine de l'équation 



(>) 



-■ tm(z) rz: o^. 
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OU même une fonction F quelconque de cette racine, 
le développement devant être effectué suivant les puis- 
sances croissantes de t. 

Nous supposerons les fonctions 'c^[z) et F(^) synec- 
tiques au point x, et en désignant alors par ^ la racine 
cherchée, on aura (50) 

le résidu pouvant être pris à l'intérieur d'un con- 
tour (A) contenant la seule racine ^, le point x et pas 
d'infini nide F(-s)5 ni de r:3(z). 

En vertu du théorème de M. Puiseux (48), Ç sera une 
fonction synectique de if, tant qu'à l'intérieur du con- 
tour (A) il n'existera iji infini de ut {^), ni racine double 
de l'équation (i) . Cherchons la condition que doit remplir 
ce contour pour qu'il en soit ainsi. 

A cet effets appliquons le théorème de Cauchy (47) sur 
la séparation des racines : en vertu de ce théorème, l'ar- 
gument de z — X — tx3[z) devra varier de 2 7T quand >s 
aura effectué une révolution le long du contour (A). 
On a 

arg [z — X — tu (2j] = arg(2; — x) -\- arg ( i — j • 

Or, le long d'un contour contenant x, .arg [z — x) varie 
de 2 7T dans une révolution complète de z-^ l'argument 

de I ^ devra donc rester invariable. Or, si Ton 

z .X 

pose 

Z — X 

l'argument de cette quantité devient 

R sin a 
arc Vàivd 



I — R cosa 
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Si Ton suppose R > i , le dénominateur i — R cosa pas- 
sera par zéro ^ alors l'arc tangente passera par un multiple 

de - et continuera à varier dans le même sens qu'avant 
son passage par - > en sorte que 1 on ne sera assure que 

1 argument de i —^ ne varie pas de 27î, qu autant 

que I — Rcosa ne pourra pas passer par zéro, c'est- 
à-dire qu'autant que R sera plus petit que i . En d'autres 
termes, tout le long du contour (A) on devra avoir 

(3) ^od.î^)<.. 

Z X 

Supposons cette condition satisfaite : on pourra alors 
appliquer à la fonction F (Ç) considérée comme fonction 
de t la formule de Mac-Laurin, et en différentiant 72 fois 
par rapport à t l'équation (2), il vient 

alors, en appliquant la règle d'Euler sur la différentiation 
des produits, on a 

•D:F{ç)=rF(.)(f[:-..'(.)]^^L-(i)Jl. 



/2CJ 



'(.) 



[2 — x — tzj {z)Y 



puis faisant 1 = 0^ 






[z -— x)"- 
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Celle formule donne, en extrayant les résidus, 

DU„F(i;) = D:.JF(^)[^(^)]''j 
ou ramenant tout à la caractéristique D^. , 

(4) D;'=oF(ç) = Dr-{F'(^)[t.(..)]-|. 

La formule de Mac-Laurin donne immédiatement 

(5) { + JlD,|r(^)[^(^)p|-h... 



I .2 

I . 2 . 3 . . . /? 



Telle est la formule de Lagrange, applicable pour toutes 
les valeurs de t telles, qu'il existe un contour le long 
duquel 

(3) n,od/-^<i. 

Lagrange et après lui Laplace ont démontré la for- 
mule (5), mais sans assigner positivement de limites aux 
^valeurs de t que l'on pouvait employer. Laplace, dans un 
supplément à sa Mécanique céleste^ examine un cas parti- 
culier, puis il cherche la condition de convergence de la 
série de Lagrange et il admet que l'on peut faire usage de 
la formule toutes les fois qu'elle est convergente 5 nous 
savons aujourd'hui qu'il faut user plus modérément des 
séries et que la série de Mac-Laurin peut fort bien être 
convergente sans représenter la fonction que l'on veut 
développer. 

Quoi qu'il en soit, toutes les fois que F(^) et îïï(z) 
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seront monodiomes et monogènes dans toute l'étendue 
du plan, on pourra faire usage de la série de Lagrange 
quand on aura constaté sa convergence, ainsi que la con- 
vergence de la série obtenue en faisant F (i^) = ^^ dans 
cette hypothèse on a 

(6) Dr=oJ;^Dr'[^W]% 

( 7 ) ç ^ .^ + ,^ (^) H_ . . . H- j-^^ Dr ' [ ^ [x)Y H- . . . . 

Admettons la convergence delà série (7) et démontrons 
qu'elle développe une racine de l'équation (1), celle qui 
pour t = o se réduit à x. 

Pour de petites valeurs du module de f, la relation (3) 
sera toujours satisfaite, en sorte que pour les valeurs 
correspondantes de t la formule (7) fournira bien une ra- 
cine de l'équation (1), et de plus la formule (4) donnera 
bien 

en sorte que Ton aura par la formule de Mac-Laurin 

^^^ j +^D.|.'(x)[^(..)PJH-..., 

et cette formule représentera?:? (^) tant qu'elle sera con- 
vergente, quand bien même i^ne satisferait plus à l'équa- 
tion (i). En effet, cette série coïncide avec celle de Mac- 
Laurin ; î? ((^) étant monodrome et monogène par rapport 
à Ç, et, par suite, par rapport à i, restera synectique tant 
qu'elle ne deviendra pas infinie, et la formule de Mac- 
Laurin pourra toujours lui être appliquée tant que cette 
série sera convergente, car elle cessera d'être convergente 
lorsque w (^) deviendra infini. Cela posé, la série (8) 



Hosted by 



Google 



( i'-^7 ) 
peut s'écrire 

(9) tn((;) = t^(^) + ^D.[^(^)p-l-^Di[.:.(^-)]3+..., 

et, par conséquent, est convergente en même temps 
que (7) (elle n'en diffère que par son premier terme et le 
facteur t). Si à la place de ^ et t7 [jz) dans l'équation (i) 
on substitue alors les séries (7) et (9), on tombe sur une 
identité, ce qui prouve que la série (7) pourra toujours 
être employée lorsqu'elle sera convergente. 

Passons à la série (5) : si cette série est convergente, 
elle représente pour de petites valeurs de t la fonction 
F(^) 5 mais comme elle coïncide avec la formule de 
Mac-Laurin, elle représentera F (Ç) tant que cette fonc- 
tion restera synectique par rapport à t ainsi que ^, c'est- 
à-dire tant qu'elle restera convergente ainsi que la 
série (7). c, q. f. d. 

Applications de la série de Lagrange. 

88. La série de Lagrange permet de résoudre un grand 
nombre d'équations, par exemple l'équation suivante, 
proposée par Laplace : 

qui se ramène à l'équation de Lagrange en posant 

.7? + ^CT (z) = U, 

d'où 

Z=:f{u) 

et 

Les équations algébriques se ramènent de bien des ma- 
nières à la série de Lagrange 5 ainsi, par exemple, l'équa- 
tion générale du degré n^ 
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peut s'écrire 



On reconnaît l'équation à laquelle Lagrange a appliqué sa 

formule. Ici x est nul et zsiz] éaA k — , • 

Nous pouvons dans le cas actuel appliquer la formule de 
Lagrange tant qu'elle sera convergente, et l'on aura pour 
expression de la racine qui pour t:==zo devient o : 

Lorsque a est très-petit, Féquation du second degré 

a'z^ -+- bz -{- c z= o 

se résout facilement par la série de Lagrange; en effet, on 
peut l'écrira sous la forme 

c az^ 

et il vient, eii posant — y = x et — y = t^ 



d'c 



OU 



t f p 

zz=.x -^ - a-} H D.*:^ -F- ... H D""' .r^", 

I 1.2 I . 2 . . . /2 



t t"^ 

I I.2.../2 - 

Cette série est applicable tant qu'elle est convergente, 
c'est-à-dire tant que 
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c'est-à-dire tant que le module de tx ou de — reste infé-- 

rieur à i -, elle est très-convergente quand a est très-petit 

c , 
et développe la racine voisine de — -^ • X'autre racine sera 

facile à calculer quand on aura trouvé la première. 

89. Nous allons encore résoudre une équation que l'on 
rencontre en Astronomie -, c'est la suivante ; 

(l) Z^=: X -^r- t ^\nz. 

Le développement ne sera possible qu'autant qu'il exis- 
tera un contour le long duquel 

, sinz . 
moa.t <" I. 

Z .X 

Prenons le module de ^ — x constant, posons 



cela revient à faire varier z sur un cercle de rayon r 
ayant son centre en x \ nous aurons 

sin 2 rr: sin (.r -h a -f- P \/— I ) . 

x^ dans la question qui nous occupe, est tme quantité 
réelle 5 par conséquent on a 

mod. sin^ == - y^[(^~i^ ^ e^) cos(a -1- œ)^ -l-,[(e"~"^ -H 'e^) sin(a -h x)Y 

ou 
mod. sinz i=r - sl{e'^^ + <?~"^^) — 2C0S i[œ -{- a). 



Le maximum de cette expression sera donné par les for- 
mules suivantes, obtenues en égalant les dérivées de la 

9 
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quantité sous le radical à zéro : 

smi[x -{- a) =3:0, 

d'où l'on conclut a=:oet/3r=r. Le module maximum 
cherché est donc 



2 

si donc r est tel que 



t <i. 



la formule de Lagrange sera applicable à l'intérieur d'un 
cercle de rayon r ayant son centre en x. 

On en conclut que le maximum des valeurs admîssi- 

bles pour t correspond au minimum de ~ \ la va- 
leur correspondante de r est racine de l'équation 

(2) {e''—e-')r—[e'-{-,e~^]^o. 

Cette équation transcendante a été résolue par Laplace 
dans son Supplément à la Mécanique céleste. En substituant 
sa racine positive dans l'équation 

3 t — I, 



on aura le maximum des valeurs admissibles pour t-^ en 
éliminant e*" entre les équations (2) et (3), on trouve 



t ■;=. \/r'^ — I = 0,66. . . . 

Laplace, à l'aide de raisonnements qui ne nous parais- 
sent pas très-rigoureux, est arrivé à cette valeur de t en 
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exprimant que la série de Lagraiige appliquée à la for- 
mule (i) était convergente. La série de Lagrange donne 
pour les valeurs de t inférieures à celle que nous venons 
de trouver 

fU 

zz=zx -^t sino? H- . . . Dx sin",r -H . . . . 

I .2. . ./Z 

Nous ne nous arrêterons pas au développement 
de D"'^^sin"jc*5 cette question se résout facilement en 
remplaçant sin":t: par son développement ordonné sui- 
vant les sinus ou cosinus des multiples de x, 

La grande difficulté dans les questions de résolution 
d'équations par les séries est la formation du terme gé- 
néral. Caucliy a donné diverses formules analogues à 
celle de Lagrange dans ses Exercices d'Analyse et de Phy- 
sique mathématique^ t. II, mais elles ne nous semblent pas 
encore très-pratiques 5 M. Tetmayer, par des considé- 
rations indépendantes du calcul des résidus, s'est aussi 
occupé d'un semblable travail. 

Série de Burmann. 

90. Proposons-nous de développer en série une fonc- 
tion d'une racine de l'équation 

cette équation se ramène à celle de Lagrange en la met- 
tant sous la forme 

tz 

et on a alors 

F(ç)=F(o)-,...^---f--^D:-:}F'(.; 

ou, remplaçant t par sa valeur /(<^), 

9- 



r z ■ 
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Celte formule, due à Burmann, n'est autre que la formule 
de Mac-Laurin 5 elle sera vraie toutes les fois que F(^) 
sera une fonction synectique de f{(^) à l'intérieur d'un 
cercle de rayon fini décrit de l'origine comme centre. Du 
reste, quand on y fait f{z) = z^ on retrouve la formule 
de Mac-Laurin sous sa forme habituelle. 

En général, l'application directe de la formule de 
Burmann est difficile. 

Théorème de Laurent. 

91 . Théorème I. — Le commandant du génie Laurent 
a fait connaître une formule de développement plus géné- 
rale que celle de Mac-Laurin et qui peut remplacer celle- 
ci quand la fonction à dcîvelopper devient infinie pour 
des modules de sa variable inférieurs à ceux pour les- 
quels on désire le développement. 

Yoici comment on peut établir cette formule : Soient R 
et R' les rayons de deux cercles décrits de l'origine 
comme centre, f{z) une fonction qui reste synectique à 
l'intérieur de la couronne limitée par les deux cercles en 
question. Nous aurons pour toute valeur de x comprise 
dans la couronne 



{{z-x)y 



le résidu qui entre 3ans cette formule (20) peut se dé-- 
composer en deux intégrales, et l'on a 



2^ Jo 






Le module de x étant compris entre R et R, la première 
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de ces intégrales se développera suivaiil les puissances 
croissantes, la seconde suivant les puissances décrois- 
santes de X, et Ton aura 



1 



/W = 



I f^'^ — 

-j /(Re«N^-')^/9+... 

I œ" i /(Re«V-') — 7= - 

^'^ Jo ^^ \"."*V'-. 



^0- 



Telle est la formule du commandant Laurent: elle 
montre qu'une fonction synectique à l'intérieur d'une cou- 
ronne circulaire ayant son centre à l'origine est déve- 
loppable à l'intérieur de cette couronne en une double 
série ordonnée suivant les puissances croissantes et dé- 
croissantes de sa variable. 

92. Les intégrales qui entrent dans cette formule ne 
changent pas quand on remplace R et W par une même 
quanti té 7^ intermédiaire. En effet, par exemple, l'intégrale 

o 



2 7r si— V J ■ 



prise le long du cercle de rayon R'' tracé de l'origine 
comme centre. Cette intégrale ne change pas quand on 
prend pour contour un cercle concentrique mais de rayon 
moindre ou plus grand, pourvu qu'entre ces deux cer^ 
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clés f{z) ne devienne pas infini, ce qui prouve bien que 
Ton peut remplacer R et R' par une même valeur r com- 
prise entre R et R', on a alors 

-H GO 

— co 

93. Théorème II. — Lorsque la fonction f [oc) est 
synèctique à V intérieur d'une couronne circulaire A ayant 
son centre à r origine^ elle ne peut être développée que d'une 
seule manière en série ordonnée suivant les puissances en- 
tières de sa variable. 

En effet, supposons que Ton ait en un certain point de 
cette couronne 

(l) /(.'^)" 2 ^"^"' 

ainsi que dans le voisinage de ce point. Les deux mem- 
bres de cette équation resteront égaux tant que f{x) sera 
synèctique et le second membre convergent. Or ce second 
membre reste convergent quand ^r conserve le même mo- 
dule, c'est-à-dire quand il varie sur un cercle ayant son 
centre à l'origine. Cela posé, on sait, en vertu du théorème 
de Laurent, cjue jf(x) est développable en série à Tinté- 
rieur de la couronne A et que le terme général de cette 

série est ^"^((/ (-^)'^~"))- Cette série et la série (i) doi- 
vent donc êlre égales tout le long d'un cercle décrit de 
Torigine comme centre, et l'on a le long de ce cercle 

-h co -4- CO 

2-"i((/(^)=-"))==2"""" 
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ou 

-h 00 



27r\/ — I **"• ^^ 27rV — I 

— CO — 00 

Intégrant les deux membres de cette équation le long du 
cercle pour lequel elle a lieu, on trouve, en appliquant le 
théorème (73), 

Î=I1 (^-^lm^>-''))d^= —7=2 U->'aA'=; 

27r y — l^J 27rv/ — l^^J 

mais chaque terme des séries qui entrent dans cette équa- 
tion est nul excepté un seul, et il reste 



ou 



7zJ — ij ^ ind-^iJ 



ce qui démontre le théorème 

94. Remarque, — Cauchy avait d'abord défini les ré- 
sidus autrement que nous ne l'avons fait dans ce petit 
Traité : il appelait résidu Aq f[x) pour la valeur x de sa 
variable, le coefficient de la puissance — i de [z — x) 
dans le développement Ae f [z) suivant les puissances 
entières de z — x, ou, en général, de la plus petite puis- 
sance négative de z — x\ or, la possibilité de ce déve- 
loppement ne peut être établie à priori y pas plus que le 
développement de Taylor, sur lequel Lagrange basait le 
calcul différentiel et Arbogast son calcul des dérivations f 
Du reste, (]auchy adopta plus lard l'autre définition 
comme plus rationnelle. 

Pour établir la coïncidence des deux définitions, il 
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suffit de me lire la fonction qui devient infinie pour z =:x 
sous la forme 






I . 2 ... « — I 



Le coefficient — ==::. de est bien le résidu 



d 



e 



1,2. , . /^ — ï 



Des séries de fractions simples. 

95. Cauchy a déduit de son calcul des i^ésidus un moyen 
très-expéditif de décomposer une fraction rationnelle en 
fractions simples, et plus généralement de développer 
une fonction transcendante en séries de fractions 
simples ^ à cet effet il part de la formule 

en supposant la fonction f{z) monodrome et mono- 
gène dans toute l'étendue du plan, on peut écrire la for- 
mule précédente ainsi qu'il suit : 



/(-) - 1 



O z — 



Si alors le résidu principal ^ ( ( — ^ j ] est nul, il 



restera 



/(-) - 1 



o 



Cette formule contient la solution du problème 5 mais, 
comme on voit, elle n'est applicable qu'aux fonctions 
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telles que 

Ce résidu peut être remplacé par une intégrale prise le 
long d'une circonférence de rayon infini ayant son centre 
en x^ en sorte que l'équation (2) peut s'écrire 

Jo 

condition qui sera remplie si f{z) devient nul pour 
toutes les valeurs infinies de z-^ cette condition sera 
encore remplie si f{^) devient nul pour toutes les va- 
leurs infinies de js, à l'exception de quelques valeurs en 
nombre fini. 

Les fractions rationnelles sont précisément dans ce 
cas. Ainsi, cp('S) et ^{z) désignant deux fonctions en- 
tières, le degré de ^'{•2^) étant supérieur à celui de cpl^), 
on a 

^(^) 0((.H^})) ^-^' 

alorsj ai, a^^,.. désignant les racines de t^[z)=:Oj 
Pij pa 5 • • • '^^^^ ordre de multiplicité, on pourra écrire 

lif] ^ r y(^) i_ 

'li{x) . <-^ (((z — «1)^1(2;.— a2)^. ..)) -^ — ^ 



I 1.2.3. ..(/^. — i) 



b!^-; 



<p(z) 



{z — «2)^^2(2; — «3)^. . 



1.2.3. 



\l 



i j)P'-' rjfifi [ 1 



Hosted by 



Google 



( '38 ) 

96. Considérons maintenant la fonction — ~ -, on a 

z 

Si l'on donne à z des valeurs infinies, — ^ devient 

z 

nul ; on peut donc poser 



% \ \ I 

9 



et par conséquent 



/iz= 



00 



- tan£^^=r: — ^ > __ 



t 



L/ / N*^ 2/f + I 

'2 2 ^ 

OU 






On trouverait d'une manière analogue 



/v rz: 00 
I 

COtJ 



tje =: - H- > — ; 



A' = oo 

Zrf /2/vH- r 



secjr 



2 

A r=: co 

- . ■>)* 



i-^D; 






Ces formules étant vraies, quel que soit x, on peut 
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changer x en jç s/ — 1 5 on trouve alors 






A = o «^^ -H l 1 ^' 



k 

(,X _j_ ^— ; 



^""•^ I ^ IX 



/f 1= co 



(_l)/r(2A- + l)7r 






2 



-VTr-^-f-^^ 






Avant d'aller plus loin, il est essentiel de remarquer 

qu'il est impossible de développer de deux manières 

différentes une fonction monodrome et monogène en 

A 
série de fractions simples de la forme ; r- ; en effet. 

A 
la série contenant un terme de la forme 5 a sera 

[x — a, Y 

un infini de la fonction^ en second lieu, je dis que 

si a est p fois infini de la fonction, la série contiendra le 

A 
terme; ; en effet, si l'on multiplie par (x — - clV 

la fonction et son développement, on voit que si le 

terme — ^ n'existe pas dans le développement, 

celui-ci ne sera pas égal au produit de la fonction par 
(x — a)'" puisqu'il sera nul 5 enfin, si l'on prend les ré- 
sidus de la fonction et du développement pour x = a, on 
trouve f(ue A est précisément égal au résidu de la fonc- 
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tion^ puis que A', coefficient de — - — ^^ ? est égal 

au résidu de la fonction multipliée par x — a, etc. 
Donc, etc. c. q. f. d. 

Développement des fonctions en produits continus, 

97. Toutes les fois que la fonction ^; \ sera déve- 

loppabîe en série de fractions simples, en intégrant cette 
fonction et son développement entre des limites x et f/, 
[i étant un zéro de ïfi^x)^ on aura, en passant ensuite 
des logarithmes aux nombres^ le développement de f[x) 
en produit continu. 

Eclaircissons ceci par quelques exemples : reprenons 
les formules 



kr=0 



col.:i? : 



2 

2X 



TV' — ^ 



J-S 



— k' 



En intégrant la première entre des limites o et x, on a 



A" = 00 



k = I 


LA 2 1 




\ 


2 


ou bien 






A = 05. 






(3). COSX:=||(l- 


4x' . \ _ 




(2/;-H-i)v'/ ' 




A=. I 






de même, 






k:^C/D 






(4) sin,r = ^||( 


' /.'.) ■ 






7> = i 









-)'l 
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En changeant dans les formules (3 ) et (4 ) «^ en -— ,r y — i 
on trouve 

A- = 00 






''^n '+1^ 



Si dans la formule (4) on fait x= -? on a 

TT 1 24 4^^ 

2 ^ I 3 3 5 5*7 

c'est la formule de Wallis. 

f/sa^e des formules précédentes pour développer quelques 
fonctions en séries ordonnées suivant les puissances en- 
tières de leur variable, 

98. Reprenons les formules qui donnent les dévelop- 
pements de tangx, cotx, sécx et cosécx, écrivons-les de 
la manière suivante : 

/ I I \ / I I \ 



^""b-^— ^ ^ 3Tr 371 

\ ^. _• _^ .^ / A ,x — H- ^ 

\2 2 / \ 2 2 y 

I / I I \ / I I 

COt J? z=z { ■ 1 + h ^-— - 

X \JC TT .X -\- 77/ y-'-r 2 TT .0? + 2 TT 

/ r I \ / I 1 ^ 



sec 07 nz 



TT ^ I I 37r 3?? 

œ h X \ .^' h-^ 

v2 2 / \ 2 2 y 



I / I I \ / ï ï 

cosec^ = ; — M~ r 

.27 , \7: ■ J7 TT H- ^y \2 TT .X' „ li: -\- X j 

on en déduit, en différentianl les deux membres n fois, 
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ce qui est permis (73), et en faisant .r = o après la 
diffcrentiation, 



^7 



2^+2 / I I ï \ 

D2.^otang^ ^j —i---^-^—-^^—^^^. \ pour 72 impair, 



I .2.3. . . « j 

[ o 



T . 9. . /S n à ^ / 



pour;2 pair; 
pour /z impair, 



I .2.3. . . /2 

o . . pour n pair; 



D^_o secr 



1.2.3.../? 



2''-*-^ / I I I I 

£^o^f^„J =^b;T;-Q;;^ + E;T.-;;;i^,+---) pour/zpair, 



o pour n impair ; 



I>x=o ( cosécr j / ^ f ^ ^ ^ 



_. ^"+.\,"+. 2"--, • 3„+,-4i-,+--) P»"'-/^ impair, 

.2.3. . .72 j ^ ^ / 

V O pour n pair 

En désignant d'une manière générale par 5„^i, f„^i, 
<^n+i^ ^/.+i les valeurs des quatre séries qui entrent dans 
les formules précédentes, on aura 



, ^ 2"' 2=" 

( I ) tang^ = ''^-z -^2 H- ^^ — 5/, -1- ... , 



/S î 2 , 2 

(2) COtJP = ^ ^2_^3 ^^___ ^^ 

2^ 2/ 2^ 2^ 

(3) sécx ~ — 0-, + .r^ — 0-3 + ^4 — G-r, -4- ^'^ — 0-7 -f- . . . , 

TT TT^ TT^ Tt' 

12 2 2 

(4) COS('^C.r rr: ^ + .r - ta + x=^ -• r,, + .r^ — Tg -f- 

.r 7r^ 7T^ tt'' 



En intégrant la première équation entre les limires x 
et o, on trouve 

.r^ 2^ j;'' 2* 

— / cos^ = : .^2 -H -7- T ^^4 + . • . 

2 TT^ 4 7^ 
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Gu bien 

(5) /cos.=_[..^(îy.,H-'^(îy,,,+|(îy .,+...]. 

En intégrant l'équation (2) entre les limites a et x, 
on a, en faisant converger a. vers o dans le résultat, 

Les séries (i), (3) et (5) sont vraies pour les valeurs 
de X dont le module est moindre que -•, les formules (2); 

(4)5 (6), quand le module de x est moindre que tt. 

Les formules (5) et (6) sont éminemment propres au 
calcul des Tables des logarithmes sinus et cosinus. Mais 
il faudra auparavant calculer ^„, ;f„, (7„, t„. Nous verrons 
tout à l'heure comment on peut effectuer ce calcul. 

En changeant dans les formules (i), (2), (3), (4) oc 

en X V — 1 5 on trouve les développements de ^ __ ? etc. 

Nous savons que les fonctions tango:, arcoto:, sécir, 
j:coséca:, etc., sont développables par la formule de 
Mac-Laurin; nous aurions donc pu poser à priori 

tang.27=: Ai^H- A3 j;^ -H- As-r^ -h. . . . 

Nous ne mettons pas de puissances paires, parce que, 

en changeant x en — x, tango: change de signe. Pour 

déterminer Ai, A3, A5, etc., nous remplacerons tangx 

sin .r , 11.» 

par 9 et nous aurons, en chassant le dénominateur 

^ cos.r 



coso:, 



•r' 



1.2.3 I . 2 . 3 . 4 . ô 



r=r A,^'+ A,X'+.. .) I --i r~7~^' • • }' 

' \ 1.2 1.2.3.4 / 
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Effectuant le produit dans le second membre et égalant 
de part et d'autre les coefficients des mêmes puissances 
de X, on trouve 



1.2 I . 2 . O 

__ . 4-^5=: 5~7~F' 

1 .2.Û.4 1 -^ I .2. J.4.5 

A', A3 As . I 

■A, 



1.2.3.4.5.6 1.2.3.4 ^'^ ï.-2,3'J\.5.6.'] 

La loi de formation est évidente. Ces équations per- 
mettent de calculer Ai, Ag, etc. On trouve ainsi 

1 2 67 
3 10 1000 

ou 

.X'^ 2 on 

tang^ =zx -{- —--^--p x''-\- — -'-5 j:^ H" . . . . 
^ 3 i5 1000 

On trouverait de même 

I ,r .T^ i.T^ 

.X 3 45 945 

.t' 5,x^ 61 
secx =:: I H h ' — jr H o;^ H- . . . , 

2 24 720 

I X noc"^ Zix^ 



X 6 36o i5i2o 

x^ x'' x} . 

— /cos.2; = 1 h -7^ 4- . 

2 12 45 

.772 x'^ 

Ismx =z Ix — -X PS • • 

6 100 



L^dentification de ces formules avec les développe» 
ments primitifs fournis parles équations (i), (2), (S), 
(4) fournit la valeur des séries 5„, ^„, cr„ et t„. En admet- 
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tant que l'on ait la patience de calculer un nombre suffi- 
sant de termes dans les développements de tangx, cotx, 
sécx et icosécx, on trouve : 



6"' 


= 


I H- 


I 
2} 


-h 


1 

3"^ 


-h 


I 


H-. . . 


90 


— 


i-H 


ï 

9/ 


•-{- 


I 
3^ 


-+- 


I 


-H. . . 




— 


:i~ 




-f- 


I 
3"^ 


— 


? 


-h, . . 


4 


= 


:l — 


ï 

3 


-f- 


I 

5 ■ 


- • 


I 


7V^ 






I 




1 








3^ 






3^^ 


■4- 


0^3 






' 



Si l'on veut calculer une Table de logarithmes sinus 
ou de logarithmes cosinus, on partira des formules 



— /cosa; = — H 

■2 12 



45 



/ sin .r = /.r — 



180 



dont on déterminera xin nombre suffisant de termes par 
la méthode des coefficients indéterminés. Cette méthode 
sera appliquée aux fonctions tangx et cotx, comme nous 
l'avons fait pour tangjr. En intégrant les formules ainsi 
obtenues, on aura un nombre de termes aussi grand que 
Ton voudra dans les formules (7) et (8). Mais pour avoir 
une limite de Terreur, il faudra avoir recours aux for- 
mules (5) et (6) qui seules peuvent donner une expres- 
sion générale des coefficients. 

Lorsque la série de Mac-Laurin cessera d'être applicable 

à l'une des fonctions tangx, cot:r --> sécj:, etc., la 



Hosted by 



Google 



{ i46- ) 

série de Laurent pourra toujours leur être appliquée, et 
ou pourra les développer d'après une double série or- 
donnée suivant les puissances entières positives et néga- 
tives de la variable. A cet elïet, on pourra partir de 
leurs développements en fractions simples. Ce déve- 
loppement se partagera en deux parties, l'une conte- 
nant des fractions développables suivant les puissances 
négatives de la variable, et Tautre synectique à l'intérieur 
d'un cercle décrit de l'origine comme centre-, à celte 
partie, on appliquera le théorème de Mac-Laurin, et l'on 
aura ainsi le développement clierclié en double série. 

Des séries récurrentes. 

99. Les séries récurrentes ont été d'abord étudiées 
par Moivre, puis par un grand nombre de géomètres et 
particulièrement par Lagrange. 

On appelle en général série récurrente une suite de 
termes dans laquelle cliacun d'eux est une fonction li- 
néaire toujours la même des p termes précédents-, les 
coefficients de cette fonction forment dans leur ensemble 
ce que l'on appelle V échelle de relation de la série. 

Les progressions géométriques et arithmétiques sont 
des séries récurrentes dans lesquelles les échelles de re- 
lation sont respectivement de la forme o, q et §^ Çy § 
désignant les raisons de ces progressions. 

Problème. — Une fonction rationnelle de x est toujours 
monodrome et mo.nogène, elle est par conséquent dévelop- 
pahle par la formule du commandant A. Laurent^ excepté 
pour les valeurs de x dont le module peut rendre la fonction 
infinie. On propose de trouver le développement de cette 

fonction soms une forms qui ne contienne pas le symbole ^• 
Pour résoudre ce problème, nous supposerons la frac- 
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tion rationiielley (.r) décomposée en fractions simples, 
E (.r) désignant une fonction entière. On aura alors 



{^) 



/(.x)==:E(.x) + 



Supposons le module de x compris entre ceux des deux 
infinis ocj. et aj,^i de/(x), en sorte que l'on ait 

mod. a^- ^ . . . ^ mod. a/,^4.,^ mod.27 ^ a/,.^ mod. a^__, ]>>... 
^ mod. a,; 

on pourra écrire ainsi qu'il suit Féquation (i) 



n:=k 



/(.^) =.£(.;)+ 2 



• OCnf 



Am 1 i 



Les quantités placées sous le premier signe "V se déve- 
loppent par la formule du binôme suivant les' puissances 
décroissantes négatives de x\ les quantités placées sous 
le second signe se développent par la même formule sui- 
, vaut les puissances croissantes de x. En ajoutant les sé- 
ries ainsi obtenues avec le polynôme F [x]^ on a le déve- 
loppement demandé. 

100. Théorème I. — Le développement d'une fonction 
rationnelle ordonné suivant les puissances entières de sa 
variable est toujours récurrent. 

Pour démontrer cette proposition, nous commencerons 
par démontrer que si dans le développement il n'entre 
que des puissances entières, il est nécessairement ré- 
current. En effet, si nous posons 



(ï) 



\~^\,x + . 



y.rx' 



p.0 -f- p, ,^ _i_ . . . H- py 



,xJ 



-.:==La<^-\-a\X -+- a -^ x"- -h ... -h a,, x" H- 
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il vienl, en ebassaiit le dénominaleui') 

z= a^i l^D -h . . . -\~ .r" [a,, ^Iq -h «^;,_, /x, -i- . . . -f- <7;,^_.y uy ) •-}-.. . . ; 
d'où Ton déduit, en supposant n^i\ 

(in P-0 -}- '^n-i p^, -+-... -4- <^„_-y f/.y = O. 

Celte relation peut encore s'écrire ainsi qu'il suit : 

C'est une relation linéaire entre / -f- i termes consécu- 
tifs. La série (i) est donc récurrente^ son échelle de re- 
lation est 

p., X 1^,2 .rp- ]Xj xJ 

Les termes de cette échelle sont ceux du dénominateur 
de la fraction pris en signe contraire divisés par /a^. 

Remarquons avant d'aller plus loin que si i est plus 
petit que y, les premiers termes de la série seront déjà 
récurrents 5 que si, au contraire, z est plus grand que /, 
le premier terme récurrent sera seulement le (z + 2)'^'"^. 

Supposons en second lieu qu'il n'entre que des puis- 
sances négatives dans le développement; on posera en- 
core 

po -4- |:xi X -4- . . . -i- /xy.r/ X J?" 

Mais en divisant les deux termes de la fraction qui entre 
dans le premier membre de cette équation par une puis- 
sance convenable de x^ i! devient une fonction rationnelle 

de -5 et^ en répétant le même raisonnement que tout a 

riieure^ on arriverait encore à démontrer que le dévelop- 
pement doit être récurrent. 
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Cela posé, revenons à l'équation du numéro précédent 

n==.k ii=zt 

Les deux derniers termes de celle équation sont deux 
fonctions rationnelles de x développables, la première 
suivant les puissances négatives, la seconde suivant les 
puissances positives de X'yf[x) sera donc [abstraction 
faite des termes modifiés par la présenc,e du polynôme 
E [x)~\ la somme de deux séries récurrentes, c. q. f. d. 

Théouème il — Réciproquement y toute série convergente 
et récurrente, ordonnée suivant les puissances entières crois- 
santes [ou y ce qui revient au même, décroissantes) d'une 
même variable .r, est le développement d'une fonction ration- 
nelle. 

Considérons en effet la série récurrente 

a^ -i- ^2 -f- . . . -f- Ua + ««-+-1 -4- ... ; 
soit «1,» « . .^ iip son échelle de relation. On aura 
Up^^ = ai Ui + a^ «2 + . . . -+- (^ip lip, 



Désignons par Si la somme des i preoriers ternies de la 
série, et ajoulons les équations précédentes. Il vient 

S,^ — Sp = ai Sn-p H- «2 [Sn-p-^l — J, ) + . . . H- ap{Sn-.i — Sp^i), 

Si nous faisons ?z = oo , cette formule devient, en dési-- 
gnant par s la limite de 5„, 

.ç(Vz,-{- <72~f-. . .~\- ap—i)=z a^^Si-^ Û3S2 +. . .4- ûp.Sp^^i =- Sp, 
a^ Si -H r/3 .Vn -+-... H- ap Sp_i -•- Sp 
ny --h ^2-1" . , .~\- a„—i 
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Celle équation prouve que si z/„ est un polynôme en- 
tier par rapport à x ou même mie fraction rationnelle, 
s sera une fonction rationnelle de x, ce qui démontre en 
particulier le théorème que nous avions énoncé. 

401. pROBLiîME II. — Étant donnée une série ordonnée 
suivant les puissances croissantes d'une même lettre^ 



(0 



/{x) =:ao-h a^œ -^- a2X^ -\-. . . 4- iinX", 



on propose de reconnaître si elle est récurrente. 

Si cette série est récurrente, la fonction ^(x) sera de 
la forme 



On devra donc avoir 



[Kjxi 



ou bien, à partir d'un certain terme, 






. . + f/.y a,,_j =. o, 
py«„_j+i=:0. 



p-o ^'fi+Zf 



■ P; ^-ht-^j^k - 



OU, ce qui revient au même, on devra avoir, quel que 
soit n (suffisamment grand), 



^ni ^n—ly • • • j ^n- 



««- 



«H- 



Si cette condition est satisfaite, les équations (a) feront 
connaître l'éclielle de relation, et le théorème précédent 
fournira la valeur de la série. 
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S'agit-il, par exemple, de la série 



i -{- X -\- X' -\- x^ 



on reconnaît que 



I, I 



donc cette série est récurrente. 



S'agit-il de 



['' X -^ 2' x' -h 3'x'^ 



72% {n H- l)% (/2 -+- 2)2 

(n-h 0% {«-h2)% {n-h3y =o; 

donc cette série est récurrente. 

On peut quelquefois simplifier la méthode précédente 
en transformant d'abord la série (i) à l'aide d'un procédé 
imaginé par Euler, 



Posons 

(3) 

il vient 



J 



-r 



f^^)^a,^a^^-^.,,^a^^^^ 



De là on tii 



l^.r/(^)-=2-''"[ 



/?(/2H-i)...(/?-i-/> — J) 



[0 -h-xY'^^' 



r 



p n(n~V-'i)^.. [n ~hp — 2) 



n 

i 



[9+r)"-t''-' 



-•■■]■ 
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En faisant 7 = o, il vient 

d;=o/{^) 

rl.2.3...£» — i pip — ^i) i.'à. . . p — I 
P""^ —T. ^^ ^ 



y/^ 1.2 ^P 



1.2.3 



3.2 



I .2.3. . .p r 



J 



[P~l){P~V 






et, par conséquent, 

1.2.3.../^-^ 0^' 

donc, pour toutes les valeurs de )^ pour lesquelles /"(x) 
restera synectique, 

(4) /(.^) = ^; + ^«. -h-^A^.+'gA^^. -I-.... 



Mais pour les petites valenrs de /=. oc est petit, et par 
conséquent f{oc) synectique, et la formule précédente 
est vraie. Quand on y fait ôrrri, on a la formule 
d'Euler. 

Ceci posé, toute fonction rationnelle de x est une 
fonction rationnelle de y^ et cela en vertu de l'équa- 
tion (3). Si donc la série (1) est récurrente, la série (4) 
le sera pareillement, et l'on devra avoir 



(5) 



A'^+^ r/i A^-^2 ^1 . . . A'^+^+\«j 



A'^-+-^«, 



A"-'-'^^^/, 
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Ce déterminant sera beaucoup plus simple que le pre- 
mier dont nous avons parlé. Enfin on pourra encore le 
remplacer par le suivant : 



n-\-2k f 



9 désignant un nombre quelconque. 

On voit, par exemple, ainsi que la série dont le terme 
général est 

nPxP 

est récurrente. Car si Ton fait a^ égal à /ï^, la différence 
^_l_ jzème jg ^^ ggj.^ nulle, et alors tous les termes du déter- 
minant (5) étant nuls pour des valeurs suffisamment 
grandes de n^ ce déterminant s'annule de lui-même. 

Si Ton y trouve quelque avantage, on pourra trans- 
former la série (4) comme la série (i) et lui appliquer 
la même règle. 

Le plus souvent, pour sommer la série (i), on em- 
ploiera les moyens indiqués dans les Traités d'Analyse et 
qui consistent à chercher une équation différentielle entre 
X el f [x). 

Si Ton remplace dans la formule (4) y par sa valeur 
tirée de (3), on a 



' \ 1 T /y 



Si Ton fait x = — ï . on a 



■ b:'a, 



(^^) 



2 — «3 -h- • - • 

I 1 1 

«, -I- -7 Art, — - A^rt, -^ —- t^Ui\ ■ 
4 o ib 
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Euler employait celte formule à la sommalioii des 
séries divergentes. (Voir Pars posteriof insîitutionum cal- 
cifjli differentialis , capiit I, De ir ans formations serierum : 
(c . . . Sit igitur proposita haec séries Leibnirzii 

.y =r:H- I — I H- I — I . . ., 

» in qua cum ornnes termini sint œquales fient onines 

)) differentise = o, ideoque oh a = i erit s = )) Et 

plus loin : « ... Sit proposita ista séries 

.y = I — 2 -1- 3 — 4 • • • • 

^ . . .111, 
)) Lum ergo sit <2 = i, Za<2 = i, erit s = j = y » ) 

Il est bon de s'assurer dans quel cas on peut employer 
la série (6)5 car elle est très-utile. Posons 

<7o — «, + <7, — . . . ± ^„ — Sn^ 

on aura les deux identités 

,y„ = «0 -f- ^«1 + A^3 — . . — (— <7„ ou -f- Aâ'„_.i), 
Sn=^ ao — <2i — A«2 — ^^h — • • • — ( — A«„„i ou -f- a^). 

Ajoutons et prenons la moitié, il vient 

2 2 2 2-2 

OU bien 

, ï I I I . _j_ ^ . 

5„ dz - «„ r=; <r/o ai H A«, — - àa^— , . .±- Aâ!„„i. 

2 222 2 

On déduira de cette suite comme de la précédente 



s„ ± - <'?,i zp y Ari„_i =Yio rt, -+-7 Art, — . . . Jb y AV/„_,3 

2 ^^ 4 24 4 . 
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et firialement 

I il 

^2 2" 

Supposons actuellement toutes les différences que l'on 
peut former avec a^^ «g,..., finies et positives et toujours 

ou (^Paq^^<^i^P~^ ttq ou A/^â'y_, ^ sAP'^'tty; 

le premier membre de Féquation précédente sera égal 

à .v„ au terme - a^ ou —^^ A"~^«i près, c'est-à-dire pour 

I I I 

s ~^o <^1 + y A<x, — - A2«i -h.... 

24 ^ 

Si Ton applique cette transformation à la série 





4 = '-3-^5---' 


on trouve 




7r 

4" 


11 I I . 2 I ï . 2 . 4 

' 2 3"^4 3.5 8 3.5.7"^*** 




^ I 2.4.6. ..2/^ 




"~~2/^-*-' 3.5.7... (2/^+3) ' 


car on a 




A/^^^rrry 


. .'-f--'^^ .<.A....... 



Ce fait explique un paradoxe, c'est que la série 

1 -— ^ -h 7 — . . .5 ^^^^ laquelle il faudrait cinq cents 

termes pour calculer tî avec troiwS décimales, peut être 
sommée en n'employant qu'une douzaine de termes avec 



Hosted by 



Google 



( '56 ) 
la inèîiie approximation, pourvu qu'on lui applique la 
transformation d'Euler. 

Des séries îrigonométriques. — Formule fondamentale. 

102. Reprenons la formule du commandant Laurent 
(78): 



nz=:-^oo 



n = — oc 

Si, comme nous en avons le droit, nous prenons les 

résidus relativement au cercle de rayon ox=^/'^ cette 
formule pourra s'écrire ainsi qu'il suit, en réunissant 
les termes dont les rangs sont égaux et de signe con- 
traire, et en désignant par Q l'argument de ^, par t celui 
de X : 



72= GO 



71-=: l 

ou bien 

ou, posant simplement/' \re^y^) :=:z'F [Q]^ 

Telle est la propriété remarquable dont jouit une 
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fonction sy/ieclique considérée comme fonction de son 
argument. Il serait intéressant de voir ce que devient le 
second membre de cette formule quand ^ {0)^ au lieu 

d'être de la forme f \i'e^^~^)-i est une fonction quel- 
concjue. A cet effet, posons 

17^ J,, .'^^^yJa 



cette formule pourra s'écrire 



UMi 



COs{t — ô) -4- C0S2 (^ - 



-I- cosn [t 
o u bi e n , obser v a n t que 

~ -\- cos (t — 9) -{- , , , -\- cos/? (t— 9) — - — ^ ^ 

2 sm - (t — i 



\~\d9, 



et posant in-h i égal à 03, 

*^ " cin . 



t— I 



sm 



Proposons-nous de voir ce que devient s„ pour n ou 
pour 00 = co . Nous allons passer en revue successivement 
plusieurs cas^ nous supposerons t et 6 réels, la fonction 
F (0) pouvant être réelle ou imaginaire. 

i" La fonction F (^) est continue quand 9 varie de a 

.7 . t—Q , , . r 

a c?, et sm ne passe pas par zéro sous le signe i • 

Décomposons l'intégrale de la formule (s) en une 
somme d'autres relatives à la même fonction mais prises 

entre des limites a et <7 H ? a -h - et a -\ ^ - • • ? 
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f^i _l_ z et a -\ ? de telle sorte i\M% dans cha- 

* g 

cune d'elles w varie précisément de 2 7r. On pourra 



groupe, alors deux à deux, sous le signe J, les éléments 

dans lesquels sinw a des valeurs égales et de signe 

contraire, et, <3^ désignant la difïérence entre le module 

maximum et le module minimum de •> sous 



signe I , ou 



I 

sm — [t - 

on aura '^ 



'^-^^^ F(9) ^,__,^ ....^..A- 






L'intégrale totale que nous clierclions aura donc un 
module moindre que m lois le maximum de d — ou 
moindre que [h — ût).max.(J5 mais d a pour limite zéro 
lorsque F [B) est continue et que sin [t- \ ne devient 



2y 

pas nul 5 donc, dans ce cas, 5„ a pour limite zéro quand n 
tend vers oo . 

Nous avons supposé b de la forme a -h : cela 

w 

n^aura pas lieu en général, mais on pourra toujours rem- 
placer h par un nombre compris entre <^ et ^ et de la 
forme en question*, l'erreur ainsi sera infiniment petite 
pour Ga = <X! . 

'^" Supposons maintenant t égal à l'une des limites, h 

par exemple, de l'intégrale, sin passera par zéro 

pour 6.=: b. Supposons qu'il ne passe que cette fois-là 
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seulement par zéi^o, sous le signe / , F ((9) restant tou- 
jours continue; alors, en vertu de ce qui vient cFélre dit, 
on pourra remplacer la limite a par une autre b — £ infi- 
niment voisine de è; donc, en posant 



2« ,, "iauL 



w 



la formule (2) pourra s'écrire 

*^" ^ -^ wsm- 

Mais — reste infiniment petit ; sa valeur maxima est s. 

w 

On peut donc écrire, à un infiniment petit de Tordre £ 
près, 

£W 

F ( ^) r '^ 'sin ]x 






Sn = / -^y-y 



c'est-^i-dire, en faisant foo = 00 , 



F(f) r^si 



Km ^„ nz: — ^— f — ~ d^ 



sinfx __F(^) 



En supposant toujours que sin ■ ne passe qii une 

fois par zéro sous le signe 1 pour 6-=:= /?, on démontrerait 

de même que pour b ==: t -i- akv:^ A étant un entier 
quelconque, 

¥(t-\~2Jf7z) 

hmsn = — 

2 

3^ Supposons maintenant ( compris cnlre a et ft, 
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sin passera par zéro pour les valeurs de Ô com- 
prises dans la formule 

k désignant un entier tel, que t -h ikn tombe entre a 
et h. 

Soient alors — A, — X-f-ï,...,o, i, 2,..., X' les va- 
leurs de h satisfaisant à cette condition ; l'équation (a) 
pourra s'écrire, en désignant par \ dQ la quantité qui 

entre sous le signe / , et par a un nombre <^ 2Tr, 

il^ t~2À'iï j pi — 2A7r-ha 
Sn = — YdB H I Yd9. 

f -\ ^ / Vr/ô-j-..., 

c'est-à-dire, d'après ce que nous venons de voir, 



lim^„=r F(^~ 2).7r) -h F(f — 2X —itt) H 

+ F(ir)-h. . .-+-F(^-f- 2V7r). 

4" Enfin, s'il arrivait que F [9) devînt discontinue 
pour Q = t^ par exemple, F {Q) aurait en t deux valeurs 
selon que l'on aurait à considérer des valeurs de 9 ten- 
dant vers î en croissant ou en décroissant. En désignant 
alors par Fi et Fg ces deux valeurs, la formule (3) don- 
nerait 

F — }— F 
lim5„=r F(/^— 2).7t) -H...H ^ -'-}-.... 

Si donc p et ç représentent deux nombres dont la diffé- 
rence est moindre on égale à 27: et t un nombre inter- 
médiaire, on aura 

Y{t)=:— / Y{B)dQ-\---\\ Y{0)cosn{i-~9)d9. 

■^^ Jp ^ ^^^ Jp 
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Telle est la formule fondamentale qui sert de base à la 
théorie des séries trigono métriques. 

Transformations de la formule fondamentale. 

103. Si, dans la formule fondamentale que nous venons 
de démontrer, on fait p = o et (jr == tt, ou g = 0171, on 
obtient les deux formules suivantes : 



(i) ¥(t) 



M F{t)=: 



— / F(G)^Ô+ > - ! Y{B)cosn(t~B)dQ, 

— I F(Ô)^9~i-y - I r(9)cos72(f— G)^9. 

La première de ces formules a lieu pour les valeurs de t 
comprises entre o et tt, la seconde pour celles qui sont 
comprises entre o et olTC. 

Si l'on pose dans la première 

? - « 



X — a / X — a 

■ , /" Z=: TT ^ F ( TT 



dans la seconde 



9 nr 2 TT 5 t = 2.7r ? 



F 277 



elles deviennent 



(3) 



(4) 






(û (H) coS7r/2 ~ d^ , 

p — a 



<p (^) C0S2 7r« d^. 
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Si dans la formule (i) on donne à t des valeurs telles, que 

sin — — ne passe pas par zéro quand ô varie entre o et tt, 

le second membre, d'après ce que nous avons vu, devient 
égal à zéro; les valeurs de t comprises entre o et — tt 
sont dans ce cas : on a donc, pour toutes les valeurs de t 
comprises entre o et t:, 



(5) 



= — f ¥(B)dQ-^y^ - f F{Q)œs{t^Q)dO. 



Si l'on ajoute ou si l'on retranche l'une de l'autre les for- 
mules (i) et (5), on trouve 

I r^ ^r^°^ 2 CCS lit r ^ 

(6) F{t) = ~ / /(Ô)^/0+> / F(Ô)cos7?Ôr/0, 

(7) F(0 = 2"^^T^ pF(9)sin/e9^0. 

La formule (6) est due à Euler qui l'a trouvée par la mé- 
thode des coefficients indéterminés; la formule (y) est 
due à Lagrange : il Fa trouvée en généralisant sa formule 
d'interpolation. Après eux Fourier fit connaître un grand 
nombre de formules de ce genre coïncidant plus ou moins 
avec la formule fondamentale. Mais aucun de ces auteurs 
n'avait fait usage d'une analyse bien rigoureuse. Poisson, 
dans le Journal de V École Polytechnique j, a beaucoup 
perfectionné la théorie qui nous occupe. La méthode que 
nous avons suivie est celle que Dirichlet a indiquée dans 
le Journal de Crelle^ du moins à peu de chose près. 
Enfin, Cauchy a donné des formules encore plus géné- 
rales que celles que nous venons de faire connaître, à 
Faide du calcul des résidus (voir t4^ livraison des 
Exercices de Mathématiques ou son Mémoire sur V applica- 
tion du Calcul des résidus à la résolution des questions de 
Physique mathématique) . 
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Application des formules précédentes. 
104. La formule 






f -Zrh X%<^> 



P- 



^rf? 



permet de représenter une fonction discontinue quel- 
conque entre des limites données de sa variable. Soit 
proposé par exemple de représenter la fonction égale à 
i -h oc quand x varie de — Z à o, et égale k i —x quand 
X varie de o à / : on fera d'abord |3 = /, a r= — - /, et on 
aura 






(5) ces — (H — .r) <iH ; 



faisant ensuite cf (|) égal à i 4- ^ depuis — / jusqu'à o, 
et à I — X depuis o jusqu'à /, on aura 



(^) ces—- (Ç — .r)<i;r 



(i -— ^) cos -— (H — .r) d^ 



£ 

i -f- r (ï_^)cos^(ï-.^)r/? 
En. effectuant l'intégration, on trouve 



2/^ / . /27r 

I — cosmv) cos — . 
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011 a aussi 

La formule {^) donne alors 

, , / A.I t:.x Ll 'diva: A.I Sn.v 

Cjo(.27 — I h cos--^--5^— cos— -H--^cos--— ---1-...; 

la fonction (9 [x] ainsi déterminée représente les portions 
de droites dont les équations sont 

interceptées entre les axes coordonnés, mais entre les 
limites — / et -h Z seulement : au delà le lieu se reproduit 
périodiquement. Si Ton veut éviter cet inconvénient, il 
suffit de considérer au lieu de cf (,x) la fonction 






^d\r^{œ), 



car le facteur qui multiplie cp (x) est égal à i quand je 
varie entre -i- l ei — /, et devient imaginaire pour les 
autres valeurs de x. Sans donner de nouveaux exemples, 
on conçoit comment on pourrait, à l'aide d'une équation, 
représenter un dessin quelconque formé de lignes mathé- 
matiquement définies. 

Développement de quelques fonctions simples. 

105. Reprenons les formules d'Euler et de Lagrange 
(89): 
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î'^ Posons d'abord o (x) =: i: elles deviennent 

( TT sin.7; sinS^' sin5.r 

(3) W--^-H-^-H--"^~-4-..-, 

la formule (3) est vraie tant que x varie entre o et ri: on 
a alors, en faisant x = -<} la formule de Leibnitz 

2 

TT III 

2*^ Si nous posons dans les formules (i) et (2) tp (.x) =-:.r, 
elles donnent 

I . sin3.'r sin3.r 

■ a.' rzr: Sin.r — 



3 2 3 

jc n^ ces 3.'/: COs5.2: 

„ _ _ _= cos.r + -3^ + -^7- +• ■ ■ • 

Ces formules ont lieu pour les valeurs de x comprises 
entre o et tt, et comme, dans la première, les deux mem- 
bres sont des fonctions impaires de x^ il en résulte qu'elle 
a encore lieu pour les valeurs de x comprises entre o et 
™7r. Si l'on y cliange a: en tt - — x, on trouve 

TT — ^- . sinsjt' sin3c^ 



2 2 

7T^ œ ces 3^ cos5.r 

La première de ces formules a lieu pour les valeurs de x 
comprises entre o et 2Tr 5 la seconde pour les valeurs de x 
comprises entre o et 7:. 

3° En posant (f [x) = sin x dans la formule d'Euler et 
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(f (^x) = coso: dans celle de Lagrange, on trouve 



- cos^ = { — h- — ) sin 2 X 

3 \ I 3 , 



-1- f ô -+- p ) sin4.^ + ( ^ "^ ~ ) ^^"^•^' -!--«•? 

_(|^_'jeos4^.-(^-i)cos6^..,. 
4" Si l'on pose (p (x) = e''"*", on trouve 



3 sin^ 
o 



i7r^-z=.(6'^^-l)f- 



3 2 

COS^ :; ; C0S2JP... 1 ? 



^2 «2_|_i2 

-c"'z=z - — — sinj?-i- 2 sinj;-{- 6—- ;7-sm3.a?-f-.,.. 

2 ^=^+1^ «2_^22 «2_|_32 

Ces deux formules ont Heu pour des valeurs quelconques 
de a et pour des valeurs de x comprises entre o et tt. 

Si dans la dernière formule on fait x=z -•> on trouve 



^^ ==(.+.-), b 



Celte formule peut s'écrire 

TT 1 I 3 5 



2 «TT a TV a^ --h l^ «2 _|_ 32 ^^2 _|_ 52 



et en particulier, pour a = 2z v~- 1 , 



. sec zn r=: 



3 5 



2 ' " ' I ^ ---■ 4^^ 3^ — 4^"' ^^ — 4^^ 
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Seconde méthode pour trouver des séries trigonomé triques. 

106. Lorsqu'une fonction a été développée en série 
ordonnée par rapport aux puissances croissantes de sa 
variable, il suiBt de remplacer cette variable par 
r[cosQ-]-s/ — I sinô), de séparer dans le résultat les 
parties réelles des parties imaginaires, pour obtenir un 
grand nombre de séries trigonométriques. 

i^ On a, par exemple. 



Si Ton pose z =: r{cos6 -f- \/ — i siiiô), on a 

rsinO J — i -f- 1 — rcosB / , / .' \ 

^! ■ ~i _|_ ^ cosô -I- i/— I smô) -f-. . . 

î—2.rcosQ -\- r"" ^ v / 

-f- r"(cos//Ô -f- v^— I sin729)+..., 

ou cette équation se décompose en deux autres : 
^sinQ 



I — 2^-008 + /" 

I — r rcos 



I — ircosQ H- r' 



- =1 rsinO -\- r"- sin 2 ô -4- . . . H- /-" sin « Ô -f- . . . , 
= i-l-rcosô H-^"''cos2 6H-...H-7^"cos/2Ô -4-.... 



Mais ces formules ne sont vraies qu'autant que ;% le mo- 
dule de z^ reste moindre que i. 

2« On a 

(i) _. /(i_2)— s-}-l -4- 1 -h., ._f- i. 

^ ' ^ ' 2 3 n 

En posant z = r{cosO -j- v' — ■ i sin0) et opérant comme 
dans l'exemple précédent, on trouve pour toutes les va- 
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leurs de z moindres que i : 

l(ï — 2rcosQ + r^) := rcosO H- — cos29 -F-. ..H cos/zô + ...j 

2 n 

, , rsinô . r'^ . ,^ ^" . 

De celte dernière formule on tire quelquefois, en faisant 
7ù B . sin2 sinnB 



(3 



2 



Ce résultat est exact, nous Pavons trouvé tout à l'heure 
d'une autre manière-, mais le raisonnement qui conduit à 
cette formule ne l'est pas. En effet, la formule (1) n'a été 
démontrée que pour les valeurs du module de z moindres 
que i; donc /' dans la formule (2) doit être supposé 
moindre que i. D'un autre côté, bien que le deuxième 
membre de la formule (i) reste encore convergent pour 
certaines valeurs de z dont le module est i, comme on 
n'a démontré (73) la continuité de la série (i) que 
pour les valeurs de z intérieures à son cercle de conver- 
gence, il n'est pas permis de supposer r==:i^ en passant 
aux limites. 

Formules de Fourier. 

107. Reprenons la formule 

I r 1^ 



cp ( ^ ) cos ?i ît ?i •- d\ . 



n rz:: T 

Nous pouvons l'écrire ainsi qu'il suit: 



n = -f-,00 
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Supposons que j3 augmente indéfiniment : si nous posons 



2 7r/2 



[i. pourra être regardée comme une variable recevant sous 

le signe ^ des accroissements égaux à ^5 en sorte que 

Ton pourra poser 

2 7r , î du 
■ — ap, ou — 



p — a p — a 27r 

et la formule (i) pourra s'écrire 

{2) ^[,x)z=:~ j 1 (^{^)cosy.{^ — a:)d'idii. 

9J — 00 «/a 

Cette formule, dans laquelle on peut faire a = — oc , 
représente une fonction ^{oc) entre les limites a et 4- ce : 
on aurait trouvé de la même manière 



3) (p(^)rr: | | (ï)( §) COSp, (? — J!^)d^dy^. 

J — 00 J — co 



Ces formules sont connues sous le nom de formules de 
Fourier ; elles peuvent se mettre sous la forme 



(4) 



J — 00 •J OL 



ou 



(5) ?('^)==^ r 1 a.(Ç)e/^'(^~-^')^-'^?^p, 

J — 00 t>^ — oc 

en observant que ces intégrales ne diffèrent des pre- 
mières que par Finiroduction sous le signe I d'éléments 
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de la forme sj — i(^(|)sinp.(g — x)dt qui se détruisent 
deux à deux; mais ainsi l'on voit que les formules (3) 
et (4) supposent les intégrales réduites à leurs valeurs 
principales. 

Enfin les formules (i) et ( 2) pourraient encore s'écrire : 



(6) 



I f-» r"^ 

<p(^)z=z~ I I <pC^)cOSp(^ — .^J^-^^^^p, 

Jo tJ Cf. 



(7) ^(■^) — - I / f(?)cOSfA(? — ^)<^?<^p. 

Jo J — ce 

Reprenons maintenant la formule de Lagrange, 

3T 

sin;?^sin/2Ç(p(Ç)^Ç, 



^ 2 jy 



TC 



et remplaçons ^ par (^ — a), ^ par -r [x — oc) ,^ 

entin (P 1 7^ [œ — a) par (9{x) : nous aurons 



(S) <f{x)=:^^ y l sin/27r'^Ilîsin/27r-=^<p(?)^?. 

La formule d'EuIer, par une transformation analogue, 
se mettra sous la forme 



'■"=(î^f 



f{i)dï 



(9) 



ces /2 TT 



2 



n =. I 



P"«^X P-« 



X cosm: cp(H)fl^H. 
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( i7« ) 
Si l'on suppose alors /3 = oo en procédant comme tout à 
rheure, les formules (8) et (9) donneront 

(10) (^(x)z=- l j sinpi(x — a)sinpi(? — a)(p(?)f/?<ifA, 






(il) cp(x) = - / I cospt(^— a)cos|x(? — a)«p(Ç)fi?Ç^fx, 

pour toutes les valeurs de x comprises entre a et -f- co . 

Applications. 

108. Reprenons les formules (2), (10) et (11) du nu- 
méro précédent, faisons-y a = o et a = 00 , nous au- 
rons : 

(i) cp(j;)r=:— / / (p(?)cospi(? — a:)â?fAc?Ç, 

e/ — 00 t/o 

(2) ^(^)— — / I <p(?)cOSf/(?— ^)^p.^/?, 

t/ 00 t/ — QO 

2, y^ co /î co 

(3) (^[x)='- I I (|)(^) sinfJ!.Çsinpt.r<i|j!.^/Ç , 

(4) (p(.r)r=:- I I (p(5) COS|X^COS|X^c/^ fl?^ . 

Ces formules ne doivent être employées qu'autant que 
cp(^) ne devient pas infini sous le signe 1 et que x reste 

compris entre les limites o et 00 . Pour les formules (i), 
(3), (4)5 quand (p(|) est discontinu en x, le premier 
membre de ces formules doit être remplacé par la demi- 
somme des valeurs de cp(^) au point x\ Enfin l'intégra- 
tion doit être effectuée d'abord par rapport à '£ , 
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Prenons par exemple la formule (2) et posons cf(x) 
égal à 2 7r quand x varie de — l k -f- / et à o pour toutes 
les autres valeurs de x. On aura 



x) =: 1 j C0S|x(? — x)d^dl 

J — 00 t/ — TT 



"'=i 



^ûx\}x{l — .r) -f- sinp,{/ -f- .:r) 



ou 



£ 

Ainsi on peut poser 



^sin/ptcosy.^" , 



X"^^sina/cosy..sr: , 
— d^r=zTt:\ 
- 00 



pour a:=i: 05 on retrouve la formule connue 



L 



Si dans les formules (3 ) on fait ç(^) = e ^, en obser- 
que 






'sinp^c?^ : 



I -f-p' 



et 



«^'o 



I 

e ^cosiA^r/? — - — ^ — :? 

' 1 -f- {/^ 



.--^. 
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(173 ) 
il vient 



pour les valeurs positives de x seulement. 

Si dans la formule (i) on suppose cp(x) =x depuis o 
jusqu'à I et égal à o pour des valeurs de x plus grandes, 
on a 

r "^ °° r sin a ( I — œ) cosL^fi — x) — cosiîx.r'l , 

P.TT^zzr j . L^ i 4- . LA 1 _C_ \f:iur, 

et en observant que 



■ co 

on a 



/"^°^sintj!,(i — x) 
dy^Z=7C, 



-r 



ces ai — x) — rCOSa.r 



Si l'on fait o: = I , il faudra réduire le premier membre à 
sa moitié, ce qui donne 






00 

' — COSa , 
a II 



ou 






, sm^ - p 



r-^f^; 



F- 
si Ton change (jl en 2^, il vient 

p _ r"^°° /sinpt\2 



1 



ft^(/. 
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